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Khinthine's singular systems
and their appliations
Nikolay G. Moshhevitin
To my wonderful teaher
Valerii Vasilievih Kozlov
in oasion of his 60-th birthday
This paper is a survey of old and reent results related to Khintihine's singular matries and
their appliations in the theory of Diophantine approximations.
In 1926 A.Khinthine nd out that the behaviour of two-dimensional Diophantine approximations
diers ardinally from the behaviour of one-dimensional Diophantine approximations. He proved the
existene of two-dimensional real vetors whih adimt "extremely good" rational approximations (he
onsidered simultaneous approximations as well as approximations for a linear form in two variables).
Later this two-dimensional result was extended to the general systems of n linear forms inm variables.
The oressponding real matries admitting "extremely good" rational approximations are known
now as Khintihine's singular matries. Most of the theory of singular matries was onstruted by
A.Khinthine and V.Jarnik in 1920 - 1950.
In our survey we disuss the denition of singular matrix and the existene theorems (Setion
1). Setion 2 is devoted to the theory of subspaes of the best Diophantine approximations. The
phenomenon of the degeneray of dimension of the subspaes of the best approximations is also
disussed there. We disuss one-dimensional Diophantine approximations (Setion 3) and simulta-
neous Diophantine approximations (Setion 4). Setion 5 is devoted to the uniform and individual
Diophantine harateristis. We onsider ingomogeneous Diophantine approximations in Setion 6.
Then in Setion 7 we mention some problems of geometry of numbers related to the topi. A brief
survey on lassi and modern transferene inequalities is given in Setion 8. In Setion 9 we ollet
together results about the Hausdor dimension of sets of singular matries.
We would like to point out that Diophantine analysis related to singular matries was the major
tool for the solution of the problem onerning osillating properties of the integral of a onditionally
periodi funtion proposed by V.V.Kozlov in 1978. This is the subjet of Setion 11.
The nal Setion 13 is devoted to some related problems inluding the appliation of a reent
method due to Y.Peres and W.Shlag.
The paper is written in Russian. English version should appear in "Russian Mathematial Sur-
veys" in the beginning of 2010.
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Ñèíãóëÿðíûå äèîàíòîâû ñèñòåìû À.ß. Õèí÷èíà
è èõ ïðèìåíåíèå
Ìîùåâèòèí Í..
1
ìîåìó çàìå÷àòåëüíîìó ó÷èòåëþ
Âàëåðèþ Âàñèëüåâè÷ó Êîçëîâó
ê åãî øåñòèäåñÿòèëåòèþ
Â 1926 ãîäó À.ß.Õèí÷èí îáíàðóæèë (ñì. [60℄), ÷òî â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ òåîðèè äèîàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé âîçíèêàþò ÿâëåíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò òåõ, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â
çàäà÷å î ïðèáëèæåíèè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè îäíîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè,
îí êîíñòðóêòèâíî äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå äâóìåðíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ, "àíîìàëüíî õîðîøî"
ïðèáëèæàåìûõ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè (â ñìûñëå ëèíåéíîé îðìû è â ñìûñëå ñîâìåñòíûõ
ïðèáëèæåíèé). Â äàëüíåéøåì êîíñòðóêöèÿ ðàáîòû [60℄ áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ëèíåéíûõ îðì îò ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ, à ìàòðèöû
êîýèöèåíòîâ ëèíåéíûõ îðì, äîïóñêàþùèõ àíîìàëüíî õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷èëè
íàçâàíèå ñèíãóëÿðíûõ.
Â íàñòîÿøåé ðàáîòå ìû äåëàåì îáçîð ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé
è åå ïðèëîæåíèé, òåì èëè èíûì îáðàçîì ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö
À.ß.Õèí÷èíà. Â îñíîâíîì, ýòà ÷àñòü òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé áûëà ïîñòðîåíà â
ñòàòüÿõ À.ß.Õèí÷èíà [59℄ - [66℄ è Â.ßðíèêà [51℄ - [57℄. Îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðàáîòà [60℄ ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç ëó÷øèõ (ñêîðåå, ñàìîé ëó÷øåé) ðàáîòîé À.ß.Õèí÷èíà â îáëàñòè òåîðèè äèîàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé. Ìíîãèå ñòàòüè À.ß.Õèí÷èíà áûëè íåäàâíî ïåðåèçäàíû â êíèãå åãî èçáðàííûõ
òðóäîâ [68℄. Ê ñîæàëåíèþ, çàìå÷àòåëüíûå ðàáîòû Â.ßðíèêà ìàëîäîñòóïíû, íà äîëãîå âðåìÿ
îíè áûëè çàáûòû.
Äàííûé îáçîð íà÷èíàåòñÿ ñ îáñóæäåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû, òåîðåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ è ñâÿçè ñ íàèëó÷øèìè äèîàíòîâûìè ïðèáëèæåíèÿìè (ïóíêò 1). Â ïóíêòå 2 èçëàãàþòñÿ
îáùèå ðåçóëüòàòû î ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ïîðîæäåííûõ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Îòäåëüíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèÿõ (ïóíêò 4) è âîñõîäÿùàÿ ê Â.ßðíèêó çàäà÷à
î ñâÿçè ðàâíîìåðíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ äèîàíòîâûõ õàðàêòåðèñòèê (ïóíêò 5). Òàì æå äàåòñÿ
óñèëåíèå îäíîãî ðåçóëüòàòà Â.ßðíèêà. Â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû àâòîðà î
âûðîæäåíèè ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Çàäà÷àì
î íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèè ïîñâÿùåí ïóíêò 6. Â ïóíêòå 7 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ çàäà÷è òåîðèè ðåøåòîê, ñâÿçàííûå ñ âîïðîñàìè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Â ïóíêòå
8 ïåðå÷èñëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå è ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðèíöèïà ïåðåíîñà. Â
ïóíêòå 9 ñîáðàíû èçâåñòíûå àâòîðó óòâåðæäåíèÿ î ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâ ñèíãóëÿðíûõ
ìàòðèö.
Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàþò â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê òàê íàçûâàåìîé
ïðîáëåìå "ìàëûõ çíàìåíàòåëåé", íàïðèìåð, â òåîðèè âîçìóùåíèé óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé
(ñì. [79℄). Â ÷àñòíîñòè îêàçàëîñü, ÷òî ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû À.ß.Õèí÷èíà ìîãó áûòü ïðèìåíåíû
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ "áûñòðî ðàçáåãàþùèìèñÿ òðàåêòîðèÿìè", ÷òî áûëî ñäåëàíî Â.Â.Êîçëîâûì
1
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÔÔÈ  09-01-00371à è ãðàíòà ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ
øêîë ÍØ-691.2008.1
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è Í..Ìîùåâèòèíûì [80℄. Áîëåå òîãî, ìíîãîìåðíûé äèîàíòîâ àíàëèç îêàçàëñÿ îñíîâíûì
èíñòðóìåíòîâ à ðåøåíèè çàäà÷è Â.Â.Êîçëîâà îá îñöèëëÿöèè èíòåãðàëà óñëîâíîïåðèîäè÷åñêîé
óíêöèè. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåí ïóíêò 11 íàñòîÿùåãî îáçîðà.
Â äîáàâëåíèè (ïóíêò 13) ìû õîòåëè óïîìÿíóòü ðÿä óòâåðæäåíèé è òåîðåì, èìåþùèõ îòíîøåíèå
ê íåêîòîðûì çàòðîíóòûì âîïðîñàì è èõ ðàçâèòèþ. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ðåçóëüòàòû, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèãèíàëüíîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî íåäàâíîÞ.Ïåðåñîì è Â.Øëàãîì
[117℄. Âî-âòîðûõ, ýòî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâ,
ïîñòðîåííîé Â.Ì.Øìèäòîì [126℄.
Íåêîòîðûå âîïðîñû, çàòðîíóòûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå (ðàâíî êàê è ìíîãèå äðóãèå ðåçóëüòàòû
òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé) íàøëè ñâîå îòðàæåíèå â çàìå÷àòåëüíîì îáçîðå Ì.Âàëüäøìèäòà
[139℄. Âîïðîñàì òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ïîñâÿùåíû ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè ìîíîãðàèè
Äæ.Ô.Êîêñìû [81℄, Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà [22℄ è Â.Ì.Øèìäòà [133℄.
Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, â íàñòîÿùåì îáçîðå çàòðîíóòû è íåêîòîðûå äðóãèå çàäà÷è.
Ýòî, íàïðèìåð, çàäà÷à î äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè (ïóíêò 10)
è ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö ñ ÷ðåçâû÷àéíî ñèíóãëÿðíûìè äèîàíòîâûìè ñâîéñòâàìè
(ïóíêò 12).
Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîåé ïðèÿòíîé îáÿçàííîñòüþ ïîáëàãîäàðòü âñåõ ó÷àñòíèêîâ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ
ñåìèíàðîâ è ñïåöêóðñîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî àêóëüòåòà ÌÓ è Íåçàâèñèìîãî ìîñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ çàäà÷ è òåîðåì èç íàñòîÿùåãî îáçîðà. Â îñîáåííîñòè
àâòîð áëàãîäàðåí È.Ï.î÷åâó è Î.Í.åðìàíó.
1 Âîêðóã îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìû.
Âñþäó íèæå x = (x1, ..., xm) îáîçíà÷àåò öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. ×åðåç |·|| îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå
äî áëèæàéøåãî ÷åëîãî ÷èñëà. àññìàòðèâàåòñÿ ìàòðèöà
Θ =

 θ11 · · · θm1· · · · · · · · ·
θ1n · · · θmn

 , (1)
ñîñòîÿùàÿ èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë θij , 1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñèñòåìà
ëèíåéíûõ îðì
L(x) = LΘ(x) = {Lj(x), 1 6 j 6 n}, Lj(x) =
m∑
i=1
θijxi. (2)
×åðåç
tΘ áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå Θ.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Θ è ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì t > 1 ñèñòåìà
äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
max
16j6n
||Lj(x)|| 6 1
t
, 0 < max
16i6m
|xi| 6 t nm
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Zm.
1.1 Îïðåäåëåíèå Õèí÷èíà
Ñíà÷àëà ìû ñîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìû èìåííî â òîì âèäå, â êàêîì åãî
äàâàë À.ß.Õèí÷èí (ñì. [65℄). Ìàòðèöà Θ (èëè, êàê ïèñàë ñàì À.ß.Õèí÷èí, íàáîð âåùåñòâåííûõ
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÷èñåë θij , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñèíãóëÿðíóþ ñèñòåìó åñëè ïðè ëþáîì
âåùåñòâåííîì ε > 0 íàéäåòñÿ íåêîòîðîå t0 = t0(ε) òàêîå, ÷òî ïðè âñÿêîì t > t0 ñèñòåìà
äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
max
16j6n
||Lj(x)|| 6 1
t
, 0 < max
16i6m
|xi| < εt nm
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Zm.
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöó Θ, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñèíãóëÿðíîé, À.ß. Õèí÷èí íàçûâàë ðåãóëÿðíîé
(îí èñïîëüçîâàë òåðìèíîëîãèþ ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà ÷èñåë θij , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n).
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé åñëè íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå µ(Θ) òàêîå,
÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tν , ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
â îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà Rn, çàäàâàåìûõ íåðàâåíñòâàìè
max
16j6n
||Lj(x)|| 6 µ(Θ)
tν
, 0 < max
16i6m
|xi| 6 µ(Θ) · t
n
m
ν (3)
îòñóòñòâóþò íåíóëåâûå öåëûå òî÷êè.
Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, â îñíîâíîì, ìàòðè÷íóþ òåðìèíîëîãèþ. Òåì íå ìåíåå,
èíîãäà óäîáíî óïîòðåáëÿòü ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
1.2 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïðè n = m = 1, êàê ëåãêî âèäåòü, ñèíãóëÿðíûìè ñèñòåìàìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Õèí÷èíà
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà θ11 (ýòî óòâåðæäåíèå ìû ïðîêîììåíòèðóåì íèæå â ïóíêòå
3.1). Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì áûëî äîêàçàíî À.ß. Õèí÷èíûì â 1924 ãîäó
â ðàáîòå [60℄ ïðè m = 2, n = 1 è ïðè m = 1, n = 2. Çäåñü ìû ïðèâåäåì îðìóëèðîâêè
ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé (Hilfssatz I è Satz 2 èç [60℄, ñì. òàêæå êíèãó [22℄, ãë. V, òåîðåìà
XIV).
Tåîðåìà 1. Ïóñòü ψ(t) ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞
óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå
ñ åäèíèöåé íàä Z âåùåñòâåííûõ ÷èñëà θ1, θ2, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t
ñèñòåìà äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
||x1θ1 + x2θ2|| < ψ(t), 0 < max
j=1,2
|xj| < t
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (x1, x2) ∈ Z2.
Tåîðåìà 2. Ïóñòü ψ(t) ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞
óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t, è ïóñòü óíêöèÿ t 7→ tψ(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé
íàä Z âåùåñòâåííûõ ÷èñëà θ1, θ2, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t ñèñòåìà
äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
max
j=1,2
||xθj || < ψ(t), 0 < x < t
ðàçðåøèìà â x ∈ Z.
Èòàê, â ñëó÷àå m = 2, n = 1 òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé óíêöèåé ψ(t), ñêîëü óãîäíî áûñòðî ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Â ñëó÷àå m =
1, n = 2 òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ óíêöèÿ t 7→ tψ(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ ψ(t) ìîíîòîííî
óáûâàåò ê íóëþ ïðè t→ +∞ è ψ(t) = o(t−mn ), t→ +∞. Ìàòðèöó Θ (èëè íàáîðmn âåùåñòâåííûõ
÷èñåë) ìû áóäåì íàçûâàòü ψ-ñèíãóëÿðíûì åñëè ïðè âñÿêîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì t ñèñòåìà
äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
max
16j6n
||Lj(x)|| 6 ψ(t), 0 < max
16i6m
|xi| < t
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Zm.
Ñîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà 1 íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Tåîðåìà 3. Ïóñòü n  ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, àm  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå,
÷åì 2. Ïóñòü ψ(t) ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ óíêöèÿ
âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. àññìîòðèì ìíîæåñòâî M ⊂ Rmn, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö Θ,
òàêèõ ÷òî
• ÷èñëà θij , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z,
• ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rmn ïåðåñå÷åíèå M ∩ G èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóì.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 1 äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî ïî äðóãîìó. Èòàê, ïóñòü m = 1, è Θ =
{θ1, ..., θn} åñòü íåêîòîðûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë . Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç dimZΘ
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Z ÷èñåë èç íàáîðà θ1, ..., θn, 1.
Ñîðìóëèðóåì îáîáùåíèå òåîðåìû 2.
Tåîðåìà 4. Ïóñòü m = 1 è n > 2.
(i) Ïóñòü ψ(t) ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ, óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ óíêöèÿ
âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t, ïðè÷åì
lim
t→∞
ψ(t) · t = +∞. (4)
àññìîòðèì ìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ = {θj , 1 6 j 6 n},
òàêèõ ÷òî
• dimZΘ = n+ 1,
• ñèñòåìà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rn ïåðåñå÷åíèå M ∩ G èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóì.
(ii) Ïóñòü n > 2, è äëÿ ïîëîæèòåëüíîçíà÷íîé óíêöèè ψ(t) âûïîëíåíî
lim sup
t→+∞
ψ(t) · t < +∞. (5)
Òîãäà, åñëè íàáîð Θ = {θ1, ..., θn} ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ψ-ñèíãóëÿðíóþ ñèñòåìó, òî dimZΘ 6 2.
Áîëåå òîãî, åñëè
lim sup
t→+∞
ψ(t) · t = 0, (6)
òî dimZΘ = 1, òî åñòü âñå ÷èñëà θj , 1 6 j 6 n ñóòü ðàöèîíàëüíûå.
Òåîðåìà 2 è ÷àñòü (i) òåîðåìû 4 èìåþòñÿ ó Â.ßðíèêà [56℄, ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí
ó Ê.Øàáîòè è Å.Ëþòö [24℄. Îòìåòèì, ÷òî Â.ßðíèê îðìóëèðóåò è äîêàçûâàåò íåñêîëüêî
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áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò: ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö Θ, ñîñòîÿùèõ èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë θij ,
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè.
Óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 4 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ñëåäòâèÿ 5 ïóíêòà 4.1, êîòîðîå
òîæå ïðèíàäëåæèò Â.ßðíèêó (ñì. [51℄ è [56℄), ðåçóëüòàò â ïðåäïîëîæåíèè (6) ìãíîâåííî
ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 1 ïóíêòà 4.1. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå m = 1, n > 2 ïðè óñëîâèè
(5) íåòðèâèàëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì íå ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà 4 äîïóñêàåò íåêîòîðîå óòî÷íåíèå, èìåþùååñÿ ó Æ.Ëåñêà [87℄.
Tåîðåìà 5. (Æ.Ëåñêà [87℄) Ïóñòü m = 1 è n > 2. Ïóñòü ψ(t) ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ,
óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t, è
lim sup
t→∞
ψ(t) · t = +∞.
Òîãäà ìíîæåñòâî ψ-ñèíãóëÿðíûõ íàáîðîâ Θ = {θj , 1 6 j 6 n}, ñîñòîÿùåå èç àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìûõ âåùåñòåííûõ ÷èñåë â ïåðåñå÷åíèè ñ ïðîèçâîëüíûì îòðûòûì ìíîæåñòâîì G ⊂
Rn èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.
Òåîðåìó 5 óìåñòíî ñîïîñòàâèòü ñ îðìóëîé Â.ßðíèêà (53) è ñ òåîðåìîé 17 èç ïóíêòà 4.1.
Îòìåòèì, ÷òî Æ.Ëåñêà â [88℄ ïîëó÷èë p-àäè÷åñêèé âàðèàíò òåîðåìû 3.
Ïðèâåäåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ, äîêàçàííóþ À.Àïåëüáåêîì [4℄:
Tåîðåìà 6. (À.Àïåëüáåê [4℄) Ïóñòü n,m > 2. Ïóñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ê íóëþ íåïðåðûâíàÿ
óíêöèÿ ψ(t) òàêîâà, ÷òî óíêöèÿ t 7→ tψ(t) òîæå óáûâàåò. Òîãäà íàéäåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíàÿ
ìàòðèöà Θ, ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z ÷èñåë θij, òàêàÿ
÷òî ìàòðèöà
tΘ òîæå ψ-ñèíãóëÿðíà.
Íà ñàìîì äåëå ó À.Àïåëüáåêà óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íåñêîëüêî ñëàáåå, ÷åì â
ñîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå 6. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óíêöèè t 7→ tψ(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì.
Èñïîëüçîâàíèå â îïðåäåëåíèè ñèíãóëÿðíîé ñèñòåìû ïðèëàãàòåëüíîãî "ñèíãóëÿðíûé" îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ðàçìåðíîñòåé m,n, êàê îòìå÷àë ñàì À.ß. Õèí÷èí
(ñì. [65℄), îáðàçóþò ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà. Ýòîò àêò ñâÿçàí ñ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì
ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ãë.V, 7 êíèãè [22℄. Áîëåå
ñèëüíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí .Äàâåíïîðòîì è Â.Ì.Øìèäòîì [31℄. Ìû îáñóäèì åãî íèæå â
ïóíêòå 7.1.
1.3 Ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû è íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ.
Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà x = (x1, ..., xm) ∈ Zm ðàññìîòðèì âåëè÷èíû
M(x) = max
16i6m
|xi|, ζ(x) = max
16j6n
||Lj(x)||.
Ìû áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó x = (x1, ..., xm) íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ
ìàòðèöû Θ åñëè
ζ(x) = min
x′
ζ(x′), (7)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì öåëûì òî÷êàì x′ = (x′1, ..., x
′
m) ∈ Zm, ïîä÷èíåííûì
óñëîâèþ
0 < M(x′) 6 M(x). (8)
Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïàðàìè:
âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé x, ÿâëÿþùåéñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì, íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì
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áóäåò òàêæå òî÷êà −x. Îäíàêî, åñëè ðàññìîòðåòü òàêóþ ïàðó íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ±x, òî
äëÿ íåå âåëè÷èíû M(x) è ζ(x) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî è âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
çíàêà ±.
Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷òî äëÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê
x1 6= ±x2 ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì M(x1) = M(x2) 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ
max
16j6n
||Lj(x1)|| = max
16j6n
||Lj(x2)||. (9)
Íî åñëè, íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ÷èñëà θij , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n ëèíåéíî íåçàâèñèìû
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z, òî ðàâåíñòâî (9) íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà âñå
÷èñëà θij , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z, íàèëó÷øèå
ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü è ðàñïîëîæèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
±x1,±x2, ...,±xν ,±xν+1, ...
òàê, ÷òîáû
M(x1) < M(x2) < ... < M(xν) < M(xν+1) < ..., (10)
ζ(x1) > ζ(x2) > ... > ζ(xν) > ζ(xν+1) > .... (11)
Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
Mν = M(xν), ζν = ζ(xν).
Èíîãäà â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ ìàòðèöû
Θ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xν îäíîçíà÷íî. Òåì íå ìåíåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10,11) âåëè÷èí
M(xν), ζ(xν) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ (òîëüêî êàæäîìó èç çíà÷åíèé M(xν), ζ(xν), âîîáùå-
ãîâîðÿ, ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî ïàð öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê ±xν è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
âîîáùå-ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè).
Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå ìû äàåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöó Θ ìû áóäåì íàçûâàòü
ïðàâèëüíîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10,11) áåñêîíå÷íû, è äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
çíà÷åíèÿ ν âåêòîðû xν îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
Íàäî ñäåëàòü åùå îäíî çàìå÷àíèå. Îïðåäåëèì åäèíè÷íûå âåêòîðû
ek =


0
.
.
.
1
.
.
.
0

 , 1 6 k 6 n
( ó k-òîãî âåêòîðà åäèíèöà ñòîèò íà k-òîì ìåñòå, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ) è ðàññìîòðèì
â Rn íàáîð, ñîñòîÿùèé èç m+ n âåêòîðîâ
θ1, θ2, ..., θm, e1, e2, ..., en (12)
(Çäåñü θj îáîçíà÷ààåò j-òûé ñòîëáåö ìàòððèöû Θ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé (10,11) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
íàáîð âåêòîðîâ (12) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íàä Z. Â ýòîì ñëó÷àå Â.ßðíèê ïðåäëàãàë
ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöàΘ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû òîæå áóäåì èñïîëüçîâàòü
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ýòó òåðìèíîëîãèþ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10,11) áóäóò êîíå÷íûìè, è äëÿ
ïîñëåäíåãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà ν áóäåò âûïîëíåíî ζν = 0.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë m èëè n ðàâíî åäèíèöå, òî ìàòðèöà Θ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
îäèí ñòîëáåö èëè îäíó ñòðîêó è ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ïðîñòî ñ íàáîðîì èç m èëè n
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, è ìîæíî ãîâîðèòü î âåëè÷èíå dimZΘ, êàê î õàðàêòåðèñòèêå ýòîãî íàáîðà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èìåííî â ýòîì ñìûñëå îáîçíà÷åíèå dimZΘ óïîòðåáëÿëîñü â òåîðåìå 4. Â
ýòîì æå ñìûñëå ýòî îáîçíà÷åíèå íàì ïîíàäîáèòñÿ è â äàëüíåéøåì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî äëÿ ìàòðèöû Θ âåëè÷èíà dimZΘ îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè m = 1 èëè n = 1. Íàïðèìåð, ïðè
m = 1 íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Θ îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë θj = θ
1
j ÿâëÿåòñÿ
èððàöèîíàëüíûì, òî åñòü dimZΘ > 2. Ïðè n = 1 íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Θ îçíà÷àåò, ÷òî
÷èñëà 1, θ11, ..., θ
m
1 ëèíåíéíî íåçàâèñèìû íàä Z, òî åñòü dimZΘ = m+ 1.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà íåçàâèñèìîñòè. Äëÿ ìàòðèöû Θ ÷åðåç DIMZΘ
îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ èç íàáîðà (12) òàêèõ, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä Z. Âèäèì, ÷òî ïðè n = 1 âñåãäà âûïîëíåíî
DIMZΘ = dimZΘ, (13)
à ïðè m = 1 âåëè÷èíà DIMZΘ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ n è n + 1. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå âìåñòî ðàâåíñòâà (13), åñòåñòâåííî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
DIMt
Z
Θ = dimZ
tΘ, (14)
ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöó Θ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
n 6 DIMZΘ 6 n+m. (15)
Íåâûðîæäåííîñü ìàòðèöû Θ ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó
DIMZΘ = m+ n.
Ïîÿñíèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïðàâèëüíîñòüþ è íåâûðîæäåííîñòüþ ìàòðèöû Θ. Åñëè m = 1
èëè n = 1, òî èç íåâûðîæäåííîñòè ñëåäóåò ïðàâèëüíîñòü. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòî íåâåðíî.
Ïðèâåäåì ïðèìåð.
àññìîòðèì èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ξ. Ïóñòü m = n = 2 è ìàòðèöà Θ èìååò âèä
Θ =
(
θ11 θ
2
1
θ12 θ
2
2
)
=
(
ξ 0
0 ξ
)
.
Òîãäà
DIMZΘ = DIMZ
tΘ = 4,
è ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Íî, êàê ëåãêî âèäåòü, êàæäîìó çíà÷åíèþ ν ñîîòâåòñâòóþò
âåêòîðû
(±qν ,±qν), (±qν , 0), (0,±qν)
(ãäå qν åñòü çíàìåíàòåëü íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ê ξ äðîáè), ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí
Mν , ζν . Îäíàêî, íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë 1, θ
i
j, 1 6 i, j 6 2 ëèíåéíî çàâèñèì íàä Z, ïîñêîëüêó
ñðåäè ÷èñåë θij èìåþòñÿ íóëè.
Ïðîäîëæèì àíàëèç ïîíÿòèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yν = (y1,ν, ..., yn,ν) ∈
Zn öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë yj,ν òàêèõ, ÷òî
||Lj(xν)|| = |Lj(xν) + yj,ν|.
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîçíà÷åíèå
zν = (x1,ν , ..., xm,ν , y1,ν, ..., yn,ν) ∈ Zd, d = m+ n
äëÿ "ðàñøèðåííîãî" âåêòîðà íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé.
Òî, ÷òî "ðàñøèðåííûé" âåêòîð
z = (x1, ..., xm, y1, ..., yn)
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà
{z′ = (x′1, ..., x′m, y′1, ..., y′n) : M(x′) 6 M(x), max
16j6n
|Lj(x′) + y′j| 6 max
16j6n
|Lj(x) + yj|} (16)
íåò äðóãèõ öåëûõ òî÷åê êðîìå 0. Áîëåå òîãî, âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäîâ âèäà
{z′ = (x′1, ..., x′m, y′1, ..., y′n) : M(x′) 6 M(xν+1), max
16j6n
|Lj(x)+y′j | 6 ζν = max
16j6n
|Lj(xν)+yj,ν|} (17)
íåò äðóãèõ öåëûõ òî÷åê êðîìå 0. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ïîëó÷àåì,
÷òî
ζnνM
m
ν+1 6 1. (18)
Êðîìå òîãî, îòìåòèì äâà ïðîñòûõ è âàæíûõ ñâîéñòâà.
1. Êàæäûé ðàñøèðåííûé âåêòîð zν ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì, òî åñòü
í.î.ä.(x1,ν , ..., xm,ν , y1,ν , ..., yn,ν) = 1.
2. Ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåêòîðà íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν , zν+1 äîïîëíèìû äî
áàçèñà ðåøåòêè Zd.
Ñâîéñòâî ìàòðèöû Θ áûòü ñèíãóëÿðíîé ëåãêî ìîæåò áûòü ïåðåîðìóëèðîâàíî íà ÿçûêå
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííîé óíêöèè ψ(t) âûïîëíåíî ψ(t) =
o(t−m/n) ïðè t → +∞. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ν âûïîëíÿåòñÿ
ζν 6 ψ(Mν+1). (19)
Ñâÿçü ñâîéñòâà ñèñòåìû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ áûòü ñèíãóëÿðíîé ñ ïîíÿòèåì íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé â ðàáîòàõ À.ß.Õèí÷èíà ÿâíî íå îòìå÷àëàñü. Ýòà ñâÿçü íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ â
ðàáîòàõ Â.ßðíèêà è â êíèãå Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà [22℄. Â ÷àñòíîñòè, ó Â.ßðíèêà (ñì. [51℄,[53℄,[55℄,[56℄)
èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ óíêöèÿ
ψΘ(t) = min
x∈Zm: 0<M(x)6t
max
16j6n
||Lj(x)||, (20)
à â êíèãå [22℄ â ðÿäå äîêàçàòåëüñòâ (ñì. [22℄, ãë. V, 6,7) èñïîëüçóåòñÿ óíêöèÿ
η(ρ) = min
x∈Zm: 0<|x1|2+...+|xm|26ρ2
max
16j6n
||Lj(x)||.
Òî÷êè ðàçðûâà ýòèõ óíêöèé àêòè÷åñêè îïðåäåëÿþò íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ (ó Â.ßðíèêà
â sup-íîðìå, êàê ýòî ñäåëàíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå, à ó Äæ.Â.C.Êàññåëñà â åâêëèäîâîé íîðìå).
Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ìàòðèöà Θ íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óíêöèÿ ψΘ(t)
íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè t > 1. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé
åñëè è òîëüêî åñëè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t äëÿ óíêöèè ßðíèêà (20) âûïîëíåíî
ψΘ(t) 6 ψ(t).
9
2 Ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå íàèëó÷øèìè
ïðèáëèæåíèÿìè
Â ýòîì ïóíêòå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rd, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ
âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν .
2.1 Îöåíêè ðàçìåðíîñòåé
Ïîä ðàçìåðíîñòüþ dimΛ ðåøåòêè Λ ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî ëèíåéíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà spanΛ ⊂ Rd, ñîäåðæàøåãî ðåøåòêó Λ. Pàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rd ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî π. Ïåðåñå÷åíèå π ∩ Zd ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåêîòîðóþ ðåøåòêó Λ = Λ(π)
(âîçìîæíî ñîñòîÿùóþ èç îäíîé òî÷êè 0). Ïîäïðîñòðàíñòâî π ⊆ Rd ìû áóäåì íàçûâàòü âïîëíå
ðàöèîíàëüíûì, åñëè
dim π = dimΛ(π).
Äàëåå, äëÿ äàííîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà π îïðåäåëèì H(π) êàê ìàêñèìàëüíîå âïîëíå
ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â π. Îïðåäåëèì òàêæå R(π) êàê ìèíèìàëüíîå
âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ïîäïðîñòðàíñòâî π. Èìååì
H(π) ⊆ π ⊆R(π).
Îïðåäåëèì òåïåðü âåêòîðû
θi = (θ
1
i , ..., θ
m
i , 0, ..., 0, 1, 0, ..., 1), 1 6 i 6 n
(åäèíèöà çäåñü ñòîèò íà m+ i-òîì ìåñòå).
àññìîòðèì âRd, d = m+n ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî N (Θ), íàòÿíóòîå íà âåêòîðû θ1, ..., θm,
è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê íåìó L(Θ). Âèäèì, ÷òî
dimN (Θ) = n, dimL(Θ) = m.
àññìîòðèì òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâà
HΘ = H(L(Θ)), RΘ =R(L(Θ)).
Âèäèì, ÷òî
DIMZΘ+ dimHΘ = d, DIMZ
tΘ = dimRΘ. (21)
Â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Θ, ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ (21), ðàâíîñèëüíà
óñëîâèþ HΘ = {0}.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáùåèçâåñòíî. Îíî àêòè÷åñêè äîêàçàíî Â.ßðíèêîì â [55℄. Ñëó÷àé
m = 1 åñòü ó Äæ.Ëàãàðèàñà [86℄. Ñëó÷àé m = 2, n = 1 èìååòñÿ ó .Äàâåíïîðòà è Â.Ì.Øìèäòà
â [28℄. (ñì. òàêæå ðàáîòû àâòîðà [98℄,[105℄).
Äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Θ ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
R(Θ) = min{r : íàéäåòñÿ ïîäðåøåòêàΛ ⊆ Zn+m, dimΛ = r è ν0 ∈ N òàêèå, ÷òî zν ∈ Λ ∀ν > ν0}.
Ïóñòü ΛΘ åñòü èìåííî òà ðåøåòêà, êîòîðàÿ èãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû R(Θ) è πΘ =
spanΛΘ. Ïîëîæèì
K(Θ) = dim(πΘ ∩ L(Θ)) > 1. (22)
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé,
ëåæàùèå â ïîäïðîñòðàíñòâå πΘ ïðèáëèæàþòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ïîäïðîñòðàíñòâó L(Θ).
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Tåîðåìà 7. Äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Θ âûïîëíÿåòñÿ
(i) 2 6 R(Θ) 6 DIMZ
tΘ;
(ii) åñëè m = 1, òî R(Θ) = DIMZ
tΘ = dimZΘ;
(iii) åñëè m > n, òî R(Θ) > 3;
(iv) åñëè K(Θ) = 1 è R(Θ) > 2, òî m < n.
Ïîÿñíèì äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ òåîðåìû 7.
1. Íèæíÿÿ îöåíêà óòâåðæäåíèÿ (i) ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ zν , zν+1.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü âåðõíåå íåðàâåíñòâî èç (i) è óòâåðæäåíèå (ii) ââåäåì íåñêîëüêî
îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íå òîëüêî ñåé÷àñ, íî è â äàëüíåéøåì.
àññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A,B ⊂ Rd áóäåì îáîçíà÷àòü dist(A,B) (íàì óäîáíî ñ÷èòàòü,
÷òî â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ââèäó ðàññòîÿíèå â sup-íîðìå). Åñëè ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ
ðåøåòêà Λ ⊂ Rd, ïðè÷åì dimΛ < d, òî ðàññòîÿíèå îò òî÷åê ìíîæåñòâà Zd \ Λ äî ëèíåéíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà spanΛ îòäåëåíî îò íóëÿ. Åãî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ρ(Λ) = dist (Zd \ Λ, spanΛ) > 0. (23)
Åñëè π ⊂ Rd åñòü âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî áóäåì îáîçíà÷àòü
ρ(π) = ρ(π ∩ Zd). (24)
2. Èòàê, òåïåðü ìû ìîæåì ïðîêîììåíòèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåãî íåðàâåíñòâà óòâåðæäåíèÿ
(i).
Ïîñêîëüêó ρ(RΘ) > 0, íî dist(zν ,RΘ) 6 dist(zν ,L(θ))→ 0, ν → +∞, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ν ïîëó÷àåòñÿ zν ∈RΘ ∩ Zn+1, è âñå äîêàçàíî.
3. Ïðîêîììåíòðèóåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (ii). Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè m = 1
ïðîñòðàíñòâî L(Θ) îäíîìåðíî, d = m+ 1.
Åñëè dimZΘ = r, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð Θ ëåæèò â íåêîòîðîì âïîëíå ðàöèîíàëüíîì
ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå π ⊂ Rn+1 ðàçìåðíîñòè r ( êîòîðîå è åñòüRΘ) è íå ëåæèò íè â êàêîì
âïîëíå ðàöèîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
Îöåíêà R(Θ) 6 r ñëåäóåò èç âåðõíåãî íåðàâåíñòâà ïóíêòà (i).
Åñëè R(Θ) < r, òî, ïîñêîëüêó dist(zν ,L(θ)) → 0, ν → +∞, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Θ ëåæèò â
íåêîòîðîì âïîëíå ðàöèîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè < r, ÷òî íåâîçìîæíî.
Èòàê, R(Θ) = r, è óòâåðæäåíèå (ii) äîêàçàíî.
4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (iii) íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (18), èç êîòîðîãî
ïðè m > n ïîëó÷àåì
ζνMν+1 → 0, ν → +∞. (25)
Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî R(Θ) = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî â äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå πΘ = spanΛΘ (çäåñü
ΛΘ åñòü èìåííî òà ðåøåòêà, êîòîðàÿ èãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû R(Θ)) íàõîäèòñÿ
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî πΘ = ∩L(Θ), íå ñîäåðæàùåå íåíóëåâûõ òî÷åê ðåøåòêè ΛΘ (èáî
HΘ = {0}). Òåïåðü (25) ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 2 , êîòîðîå áóäåò äîêàçàíî â ïóíêòå 3.3
(íîðìà | · |• áóäåò èíäóöèðîâàíà sup-íîðìîé â Rd).
5. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (iv) íàäî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (18), èç
êîòîðîãî ïðè m > n áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
ζνMν+1 6 1, ∀ ν.
Äàëåå, ðàññìîòðèì âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî πΘ è îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ℓΘ = πΘ ∩ L(Θ). Ïîäïðîñòðàíñòâî ℓΘ íå ëåæèò íè â êàêîì ñîáñòâåííîì âïîëíå ðàöèîíàëüíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà πΘ. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 3 èç ïóíêòà 4.1, ïîëó÷àåì
ζνMν+1 → +∞, ν → +∞,
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÷òî åñòü ïðîòèâîðå÷èå.
Õî÷åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ïóíêòå 4 âûøå ìû àêòè÷åñêè äîêàçàëè íåñêîëüêî áîëåå îáùåå
óòâåðæäåíèå: â äîïîëíåíèå ê ïóíêòó (iii) òåîðåìû 7 ìû îðìóëèèðóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 8. Ïóñòü 2 6 m 6 n. Ïóñòü ïðàâèëüíàÿ ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé ñ
íåêîòîðîé óíêöèåé ψ(t) = o(t−1), t→ +∞. Òîãäà R(Θ) > 3.
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8 ïðèm = n > 2 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà Θ áûëà ñèíãóëÿðíà â ñìûñëå
îðèãèíàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ À.ß.Õèí÷èíà, ïðè n > m òðåáóåòñÿ íå÷òî áîëüøåå.
Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîãäà R(Θ) > 3 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé èíäåêñà
ν òàêèõ, ÷òî âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν−1, zν , zν+1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåì ïóíêòå, ïîäïðîñòðàíñòâî πΘ ìîæåò èìåòü ìàëóþ ðàçìåðíîñòü
R(Θ). Òåì íå ìåíåå, òàêîå âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè íàêëàäûâàåò èíîãäà äîâîëüíî æåñòêèå
óñëîâèÿ íà ýëåìåíòû ìàòðèöû Θ:
Tåîðåìà 9. Ïóñòü ìàòðèöà Θ ïðàâèëüíàÿ. Ïóñòü R(Θ) 6 n + K(Θ) − 1. Òîãäà ìàòðèöà
Θ ñîñòîèò èç ÷èñåë θij, ñâÿçàííûõ àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì ñòåïåíè 6 min(m,R(Θ) −
K(Θ) + 1).
Òåîðåìà 9 ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíà. Ïîäïðîñòðàíñòâî L(Θ) ïîðîæäåíî âåêòîðàìè
θ1 =


−1
0
.
.
.
0
θ11
.
.
.
θ1n


, θ2 =


0
−1
.
.
.
0
θ21
.
.
.
θ2n


, · · · , θm =


0
0
.
.
.
−1
θm1
.
.
.
θmn


.
Â ïîäïðîñòðàíñòâå πΘ èìååòñÿ áàçèñ èç R(Θ) íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåíûõ âåêòîðîâ
uj =

 u
j
1
.
.
.
ujm+n

 , 1 6 j 6 R(Θ).
Ïîñêîëüêó
dim (span(πΘ ∪ L(Θ))) = R(Θ) +m−K(Θ)
è âûïîëíåíî (22), òî âåêòîðû θ1, ..., θm,u1, ...,uR(Θ) ëèíåéíî çàâèñèìû íàä R. Áîëåå òîãî,
ïîäíàáîð
θ1, ..., θm,u1, ...,ur, r = R(Θ)−K(Θ) + 1, 1 6 r 6 n (26)
òîæå ñîñòîèò èç ëèíåéíî çàâèñèìûõ íàä R âåêòîðîâ. Ïî óñëîâèþ òåîðåìûm+R(Θ)−K(Θ)+1 6
m+ n. Òàêèì îáðàçîì, ó ìàòðèöû ðàçìåðà (m+ n)× (m+R(Θ)−K(Θ) + 1), ñîñòàâëåííîé èç
êîîðäèíàò âåêòîðîâ (26) âñå ìèíîðû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè.
Òàê êàê âåêòîðû u1, ...,ur íåçàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ íàáîð èíäåêñîâ
1 6 i1 < ... < ir 6 d
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òàêîé, ÷òî ∣∣∣∣∣∣
u1i1 · · · uri1
· · · · · · · · ·
u1ir · · · urir
∣∣∣∣∣∣ 6= 0.
Íàáîð, ñîñòîÿùèé èç r èíäåêñîâ 1 6 i1 < ... < ir 6 d äîïîëíèì äî íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç r +m
èíäåêñîâ, âèäà
1, 2, ..., m, j1, ..., jr; m < j1 < ... < jr 6 d.
Èìååì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 · · · 0 u11 · · · ur1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · −1 u1m · · · urm
θ1j1 · · · θmj1 u1j1 · · · urj1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
θ1jr · · · θmjr u1jr · · · urjr
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
ßñíî, ÷òî èç ñòîëáöîâ uj ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ âûáèðàåòñÿ íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà r, ïðè÷åì
íàéäåòñÿ òàêîâîé íåíóëåâîé ìèíîð, îòëè÷íûé îò ïðàâîãî íèæíåãî. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî
íóëþ îïðåäåëèòåëÿ çàäàåò íà ýëåìåíòû ìàòðèöû Θ íåòðèâèàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
ñòåïåíè 6 min(m, r).
Èç ïóíêòà (i) òåîðåìû 7 è âòîðîãî èç ðàâåíñòâ (21) ñðàçó ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìàòðèöà Θ ïðàâèëüíà. Òîãäà åñëè K(Θ) = m òî πΘ =RΘ è R(Θ) =
DIMZ
tΘ.
Èç òåîðåì 7,9 è íåðàâåíñòâà (22) ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ìàòðèöà Θ ïðàâèëüíà. Òîãäà
(i) åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Θ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, òî R(Θ) > n+1;
(ii)åñëè (m,n) 6= (1, 1) è ýëåìåíòû ìàòðèöû Θ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè,
òî R(Θ) > 3.
Äëÿ ñëó÷àÿ m = n èç òåîðåìû 7 (ïóíêò (iv)) è òåîðåìû 9 èìååì
Ñëåäñòâèå 3.
(i) Åñëè äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Θ èçâåñòíî, ÷òî m = n > 1 è R(Θ) 6 n+1, òî ýëåìåíòû
ìàòðèöû Θ àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû.
(ii) Åñëè äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Θ èçâåñòíî, ÷òî m = n > 1 è K(Θ) = 1, òî R(Θ) = 2
è ýëåìåíòû ìàòðèöû Θ àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå 4. Åñëè m = n = 2 è ìàòðèöà Θ ïðàâèëüíà, òî
(i) åñëè K(Θ) = 1 òî R(Θ) = 2;
(ii) åñëè K(Θ) = 2 òî πΘ ⊇ L(Θ) è R(Θ) = DIMZ tΘ.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè DIMZ
tΘ = 4, òî ëèáî R(Θ) = 2, ëèáî R(Θ) = 4.
2.2 Âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè, R(Θ) = 2
Ïóñòü ξ ∈ (0, 1) åñòü èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è pν/qν , ν = 1, 2, 3, ... - ñóòü âñå ïîäõîäÿùèå äðîáè
ê ÷èñëó ξ. Ïóñòü m > 2, n > 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû θij , 1 6 i 6 2, 1 6 j 6 n ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì
θ2j = −ξθ1j , 1 6 j 6 n (27)
è ðàññìîòðèì ìàòðèöó
Θ =

 θ11 θ21 θ31 · · · θm1· · · · · · · · · · · · · · ·
θ1n θ
2
n θ
n
3 · · · θmn

 =

 θ11 −ξθ11 θ31 · · · θm1· · · · · · · · · · · · · · ·
θ1n −ξθ1n θ3n · · · θmn


(28)
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(åñëè m = 2 â ýòîé ìàòðèöå äâà ñòîëáöà). Îòìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû (28) ïðè
íàäëåæàùåì âûáîðå âåëè÷èí θ1j , j = 1, 2, 3 ìîãóò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé
íàä Z è òîãäà
DIMZΘ = DIMZ
tΘ = m+ n,
è ìàòðèöà ïðàâèëüíà. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèÿ (27) ïîêàçûâàþò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (28)
âñåãäà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ íàáîð àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûõ ÷èñåë (òàê ÷òî, òåîðåìà 10, êîòîðóþ
ìû îðìóëèðóåì íèæå, ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé 9).
Tåîðåìà 10. Ïóñòü m < n. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ èç n(m − 1) ÷èñåë (θi1, θi2, ..., θin),
i = 1, 3, 4, ..., m òàêèõ, ÷òî 1/3 < θ11, θ
1
2, ..., θ
1
n−1 < 2/3 < θ
1
n < 1, θ
i
j ∈ (0, 1), 3 6 i 6 m, 1 6 j 6 n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìàòðèöû (28) îòëè÷àåòñÿ îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ
(pν , qν , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m+n−2
), ν = 1, 2, 3, ...
íå áîëåå ÷åì íà êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, è, ñëåäîâàòåëüíî R(Θ) = 2.
Ñëåäñòâèå. Ïðè m > 2, n > m ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Θ, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z è òàêèå, ÷òî R(Θ) = 2.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.
Âèäèì, ÷òî
max
16j6n
||pνθ1j + qνθ2j || = max
16j6n
||(pν − qνξ)θ1j || = |(pν − qνξ)θ1n|.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ äðîáåé (ñì. ïóíêò 3.1, îðìóëû (42,43)) ïîëó÷àåì
max
16j6n
||pνθ1j + qνθ2j || = |(pν − qνξ)θ1n| <
1
qν+1
. (29)
×òîáû âåêòîð (pν , qν) áûë áû âåêòîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû (28), à âåêòîð
(pν+1, qν+1) áûë áû â òî÷íîñòè ñëåäóþùèì âåêòîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû
(28) äîñòàòî÷íî ÷òîáû
min
(x1,x2,...,xm;y1,y2,...,yn)
max
16j6n
|(x1 − ξx2)θ1j + x3θ3j + · · ·+ xmθmj + yj| > |(pν − qνξ)θ1n|, (30)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî öåëûì òî÷êàì (x1, ..., xm; y1, ..., yn) òàêèì, ÷òî
0 6= max
16i6m
|xi| 6 qν+1, max
16j6n
|yj| 6 1 + |x1 − ξx2|+ |x3|+ ...+ |xm|. (31)
è
(x1, ..., xm; y1, ..., yn) 6= ±(pν , qν , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m+n−2
),±(pν+1, qν+1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m+n−2
).
Åñëè x3 = · · · = xm = y1 = · · · = yn = 0, òî îò ñâîéñòâ ÷èñåë θij èí÷åãî íå çàâèñèò è
max
16j6n
|(x1 − ξx2)θ1j + x3θ3j + · · ·+ xmθmj + yj| = |(x1 − ξx2)θ1n| > |(pν − qνξ)θ1n|,
ïîñêîëüêó pν < qν è ïîäõîäÿùèå äðîáè çàäàþò íàèëó÷øèå îäíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ (ñì. ïóíêò
3.1).
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Óñëîâèå (30) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äëÿ êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî öåëî÷èñëåííîãî íàáîðà
(x1, ..., xm, y1, ..., yn) ñ óñëîâèåì (31) è òàêîãî ÷òî
|x3|+ ...+ |xm|+ |y1|+ ...+ |yn| 6= 0 (32)
ïðè êàæäîì j, 1 6 j 6 n áóäåì èìåòü
(θ1j , θ
3
j , ..., θ
m
j ) 6∈ Jν(x1, x2, ...xm; yj),
ãäå
Jν(x1, x2, ...xm; yj) = {(θ1j , θ3j , ..., θmj ) ∈ [0, 1]m−1 : |(x1− ξx2)θ1j + x3θ3j + · · ·+ xmθmj + yj| 6 1/qν+1}.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìåðû Ëåáåãà ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà âûïîëíåíî
µ(Jν(x1, x2, ...xm; yj)) 6 m
3/2
qν+1(|x1 − ξx2|+ |x3|+ ...+ |xm|) . (33)
Êðîìå òîãî, åñëè x3 = ... = xm = 0 òî èç (32) ïîëó÷àåì, ÷òî íåêîòîðîå yj 6= 0. Òîãäà åñëè
|x1 − ξx2| < 12 , òî (30) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, è, ñòàëî áûòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
|x1 − ξx2| > 1
2
.
Èòàê, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (30) äîñòàòî÷íî ÷òîáû
 θ11 θ31 · · · θm1· · · · · · · · · · · ·
θ1n θ
3
n · · · θmn

 6∈ Jν = J (1)ν ∪ J (2)ν ,
ãäå
J (1)ν =
⋃
(x1, x2) :
0 < max{|x1|, |x2|} 6 qν+1
|x1 − ξx2| > 1/2
⋃
(y1, ..., yn) :
max16j6n |yj| 6 4|x1 − ξx2|
Jν(x1, x2, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m−2
; y1)× · · · × Jν(x1, x2, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m−2
; yn),
J (2)ν =
⋃
(x1, x2) :
0 < max{|x1|, |x2|} 6 qν+1
⋃
(x3, ..., xm) :
0 < max36i6m |xi| 6 qν+1
⋃
(y1, ..., yn) :
max16j6n |yj| 6 2(|x1 − ξx2|+
∑m
i=3 |xi|)
Jν(x1, x2, x3, ..., xm; y1)× · · · × Jν(x1, x2, x3, ..., xm; yn).
Èç (33) ïîëó÷àåì, ÷òî
µ(J (1)ν )≪ q2−nν+1 , µ(J (2)ν )≪ qm−nν+1 , µ(Jν)≪ qm−nν+1 6 q−1ν+1.
ÿä
∑∞
ν=1
1
qν
ñõîäèòñÿ è òåîðåìà 10, òàêèì îáðàçîì, âûòåêàåò èç ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî ïðè m = n = 2 ïðèìåð ìàòðèöû Θ, ñîñòîÿùåé èç
÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z è òàêîé, ÷òî R(Θ) = 2, àâòîðó íåèçâåñòåí.
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2.3 Âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè, R(Θ) = 3
Ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî òî÷íà íèæíÿÿ îöåíêà
ïóíêòà (i) òåîðåìû 7 ïðè m > 2. Íèæå ìû óñòàíîâèì, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà èç óòâåðæäåíèÿ (iii)
òåîðåìû 7 òîæå òî÷íà. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèíãóëÿðíûå ìàòðèöû.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âåñüìà ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé.
Ïóñòü ÷èñëà ξ1, ξ2 ∈ (0, 1/2) ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z. Ïóñòü (x1,ν , x2,ν , x3,ν)
åñòü "ðàñøèðåííûé" âåêòîð íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ íàáîðà (ξ1, ξ2) (òóò ìû èñïîëüçóåì
íåñòàíäàðòíûå äëÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè îáîçíà÷åíèÿ, íî ýòî áóäåò óäîáíî). Òîãäà
||x1,νξ1 + x2,νξ2|| = |x1,νξ1 + x2,νξ2 + x3,ν | < M−2ν+1,
ãäå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Mν = max
i=1,2,3
|xi|.
Ïîëîæèì
θ1j = ξ
1θ3j , θ
2
j = ξ
2θ3j , 1 6 j 6 n
è ðàññìîòðèì ìàòðèöó 
 θ11 θ21 θ31· · · · · · · · ·
θ1n θ
2
n θ
3
n

 =

 ξ1θ31 ξ2θ31 θ31· · · · · · · · ·
ξ1θ3n ξ
2θ3n θ
3
n


(34)
Tåîðåìà 11. Ïóñòü ðÿä
∞∑
ν=1
M3ν+1||x1,νξ1 + x2,νξ2||n (35)
ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ (θ31, ..., θ
3
n) ∈ Rn òàêèõ, ÷òî 0 < θ32, ..., θ3n < 1/2 <
θ31 < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìàòðèöû Θ, îïðåäåëåííîé â (34)
îòëè÷àåòñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(x1,ν , x2,ν , x3,ν , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n
)
íå áîëåå ÷åì íà êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10: äëÿ ïî÷òè âñåõ (θ31, ..., θ
3
n) ∈
Rn íàäî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
min
x1,x2,x3;y1,...,yn
max
16j6n
|θj3(x1ξ1 + x2ξ2 + x3) + yj| > |x1,νξ1 + x2,νξ2 + x3,ν |,
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî öåëî÷èñëåííûì âåêòîðàì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì
0 6= max
i=1,2,3
|xi| 6 Mν+1,
(x1, x2, x3, y1, ..., yn) 6= ±(x1,ν , x2,ν , x3,ν , 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n
),±(x1,ν+1, x2,ν+1, x3,ν+1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n
).
Åñòåñòâåííî, ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñëó÷àè y = 0 è y 6= 0.
Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑
νMν (ýòà ñõîäèìîñü îáåñïå÷èâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì âåëè÷èíû
Mν , ñì., íàïðèìåð, ëåììó èç ðàáîòû [113℄) ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå. Åñëè n > 2, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ (θ31, ..., θ
3
n) ∈ Rn äëÿ ìàòðèöû (34)
âûïîëíåíî R(Θ) = 3.
Òåïåðü ìû ñîðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáîáùàåò òåîðåìó Í..Ìîùåâèòèíà
è Î.Í.åðìàíà [113℄, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùàåò ðåçóëüòàòà èç àâòîðà [100℄. Îòìåòèì,
÷òî â ðàáîòå [113℄ àâòîðû àíîíñèðîâàëè åùå íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû î
ñóùåñòâîâàíèè ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïðè n = 1), ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðûõ ïîêà íå îïóáëèêîâàíî. Ôîðìóëèðîâêè ìû ïðèâåäåì â ïóíêòå 12.
Ïóñòü m∗ > m. Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé Θ âèäà (1) ðàññìîòðèì "ðàñøèðåííóþ" ìàòðèöó
Θ∗ =

 θ11 · · · θm1 θm+11 · · · θm∗1· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
θ1n · · · θmn θm+1n · · · θm∗n


ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû óâåëè÷èëè ìàòðèöó Θ, äîáàâèâ n(m∗ −m)
ýëåìåíòîâ. Íàáîð äîáàâëåííûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì Θ =
(θm+11 , ..., θ
m∗
n ) â ïðîñòðàíñòâå R
n(m∗−m)
. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íåïîñðäñòâåííî
îáîáùàþùåå ðåçóëüòàò Í..Ìîùåâèòèíà è Î.Í.åðìàíà èç [113℄ è è ðàçâèâàþùåå ïîäõîä àâòîðà
[100℄,[105℄.
Tåîðåìà 12. Ïóñòü òî÷êè
zν = (x1,ν , ..., xm,ν , y1,ν, ..., yn.ν) ∈ Zm+n, ν = 1, 2, 3, . . .
îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèèé äëÿ ìàòðèöû Θ. Ïóñòü âåëè÷èíû
Mν è ζν ñóòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (10,11). àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ
òî÷åê
z∗ν = (x1,ν , ...., xm,ν , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m∗−m
, y1,ν , ..., yn,ν) ∈ Zm∗+n. (36)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
∞∑
ν=1
M
max(m+n,m∗)
ν+1 (logMν+1)
δ(m∗,m+n)ζnν , δ(a, b) =
{
1, a = b
0, a 6= b , (37)
ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ "äîáàâëÿåìûõ" âåêòîðîâ Θ ∈ Rn(m∗−m) (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìàòðèöû Θ∗ îòëè÷àåòñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
z∗ν íà íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê.
Èç òåîðåìû 12 â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 1 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå.
Ïóñòü m ≥ 2 è ïóñòü ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé. Ïóñòü òàêæå ðÿä
∞∑
ν=1
Mmax(m+n,m
∗)
ν (logMν)
δ(m∗,m+n)(ψ(Mν))
n
(38)
ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ "äîáàâëÿåìûõ" âåêòîðîâ Θ ∈ Rn(m∗−m) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìàòðèöû Θ∗ îòëè÷àåòñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (36) íà
íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê.
Åñòåñòâåííî, åñëè ïîëîæèòü n = 1, m = 2, ψ(t) = t−m
∗−2
è âçÿòü ÷èñëà θ1j , θ
2
j , ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 1, òî íàøå ñëåäòâèå ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
èìåâøèéñÿ â [100℄,[105℄.
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Tåîðåìà 13. Ïðè n = 1 è êàæäîì m > 2 ñóùåñòâóåò íàáîð Θ, ñîñòîÿùèé èç àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìûõ ÷èñåë θi, 1 6 i 6 m, òàêîé, ÷òî âåêòîðà íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ν ëåæàò â íåêîòîðîì òðåõìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, òî
åñòü R(Θ) = 3.
Ïðè ïðîèçâîëüíîì n è m > 3 èç òåîðåì 11 è 12 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 14. Ïðèm > 3 êàæäîì n ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Θ, ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z ÷èñåë θij, òàêàÿ, ÷òî âåêòîðà íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ν ëåæàò â íåêîòîðîì òðåõìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, òî
åñòü R(Θ) = 3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî θij ∈ [0, 1] ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ i, j.
Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðè èêñèðîâàííîé ìàòðèöå Θ, óäîâëåòîâðÿþùåé óñëîâèþ òåîðåìû,
äëÿ ïî÷òè êàæäîãî "äîïîëíÿþùåãî" íàáîðà Θ ñóùåñòâóåò òàêîå ν0, ÷òî äëÿ âñåõ ν ≥ ν0 áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ
min max
16j6n
∣∣∣∣∣ ∑
16i6m∗
θij + yj
∣∣∣∣∣ > ζν , (39)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì öåëûì òî÷êàì
z = (x1, ..., xm∗ , y1,ν, ..., yn) ∈ Zm∗+n \ {0}
òàêèì, ÷òî
max
1≤j6m∗
|xj| ≤Mν+1, z 6= z∗ν .
Óñëîâèå (39) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
(x1, ..., xm∗ , y1, ..., yn) ∈ Zm∗+n \ {0,±zν ,±zν+1}
òàêîãî, ÷òî max16i6m∗ |xi| 6 Mν+1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: äëÿ íåêîòîðîãî j èç ïðîìåæóòêà
1 6 j 6 n âûïîëíÿåòñÿ
xm+1θ
m+1
j ++ · · ·+ xm∗θm
∗
j 6∈ Jν(yj, x1, ..., xm), (40)
ãäå
Jν(yj, x1, ..., xm) = (−yj − x1θ1j + · · ·+ xmθmj − ζν ,−yj − x1θ1j + · · ·+ xmθmj + ζν).
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (40) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (θm+1j , ..., θ
m∗
j ) ∈ [0, 1]m∗−m äî
ïîäïðîñòðàíñòâà{
(um+1, . . . , um∗) ∈ Rm∗−m : xm+1um+1 + · · ·+ xm∗um∗ = −yj − x1θ1j − · · · − xmθmj
}
íå ìåíüøå, ÷åì ζν · (x2m+1 + · · ·+ x2m∗)−1/2.
Ïîëîæèì
Ων(z) = Ων(x,y) =
{
Θ ∈ [0, 1]n(m∗−m) :
xm+1θ
m+1
j + · · ·+ xm∗θm
∗
j 6∈ Jν(yj, x1, ..., xm), 1 6 j 6 n,
}
è
Ων =
⋃
y
⋃
x
Ων(x,y),
18
ïðè÷åì â ïîñëåäíåé îðìóëå îáúåäèíåíèÿ áåðóòñÿ ïî îáëàñòÿì öåëûõ òî÷åê
{y : max
16j6n
|yj| 6 (m∗ + 1)Mν+1}, {x : 0 < max
16i6m∗
|xi| 6 Mν+1}.
Ñîãëàñíî ëåììå Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî ∑
ν>ν0
µ (Ων)→ 0, ν0 → +∞. (41)
Íî
µ (Ων)≪ ζnνMnν+1
∑
x1,...,xm
∑
xm+1,...,xm∗
1
(maxm6i6m∗ |xi|)n ≪
≪ ζnνMn+mν+1
∑
16t6Mν+1
tm
∗−m−n−1 ≪ ζnνMmax(m+n,m
∗)
ν+1 (logMν+1)
δ(m∗,m+n).
Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (41) ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (37), è òåîðåìà äîêàçàíà.
3 Îäíîìåðíûå äèîàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ.
Îáñóäèì ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, êîãäà m = n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé î
ïðèáëèæåíèè îäíîãî ÷èñëà α = θ11 ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè.
3.1 Öåïíûå äðîáè
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ
ïîñðåäñòâîì àïïàðàòà öåïíûõ äðîáåé (ñì. [67℄). Íàïîìíèì, ÷òî åñëè âåùåñòâåííîå α ïðåäñòàâëåíî
â âèäå öåïíîé äðîáè
α = [a0; a1, a2, ..., at, ...] = a0 +
1
a1 +
1
a2 + · · ·+ 1
at + . . .
, a0 ∈ Z, at ∈ N, t = 1, 2, 3, ...
(êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè α ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì èëè
íåò), òî ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ê α íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà
pν
qν
= [a0; a1, a2, ..., aν ] = a0 +
1
a1 +
1
a2 + · · ·+ 1
aν
.
Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ, îïðåäåëåííûå âûøå â ïóíêòå 1.3 (òî÷íåå "ðàñøèðåííûå" âåêòîðà
zν ∈ Z2) áóäóò (â òåðìèíîëîãèè êíèãè [67℄) íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè âòîðîãî ðîäà. Äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [67℄, òåîðåìà 16).
Tåîðåìà 15. Âñÿêîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå zν èìååò âèä zν = (qν , pν), ãäå qν è pν ÿâëÿþòñÿ
çíàìåíàòåëåì è ÷èñëèòåëåì íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ê α äðîáè.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè α 6= pν
qν
(â ÷àñòíîñòè, åñëè α åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå), òî äëÿ åãî
ïðèáëèæåíèÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (ì. [67℄, òåîðåìû 9,13)
1
qν(qν + qν+1)
<
∣∣∣∣α− pνqν
∣∣∣∣ < 1qνqν+1 , (42)
â ÷àñòíîñòè,
||qνα|| > 1
2qν+1
, (43)
èëè, íà ÿçûêå îáîçíà÷åíèé ïóíêòà 1.3 (è ïðè α ∈ (0, 1))
ζν >
1
2Mν+1
, ∀ν ∈ N. (44)
Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçíîñòè èç (42) èìååòñÿ ïðîñòîå è èçÿùíîå ðàâåíñòâî∣∣∣∣α− pνqν
∣∣∣∣ = 1q2ν(αν+1 + α∗ν) , (45)
ãäå
αν+1 = [aν+1; aν+2, aν+3, ...], α
∗
ν = [0; aν , aν−1, aν−2, ..., a1].
Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè âåñüìà äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå îäíîìåðíûõ äèîàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé, íàïðèìåð, ñâåñòè îñíîâíûå çàäà÷è èçó÷åíèÿ ñïåêòðà Ëàãðàíæà
L = {λ ∈ R : ∃α ∈ R òàêîå ÷òîλ = (lim inf
q→+∞
q||qα||)−1}
ê çàäà÷àì î áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ [26℄. Î ñïåêòðå Ëàãðàíæà L èìååòñÿ ìíîãî
ðàáîò  ñì., íàïðèìåð, áèáëèîãðàèþ èç êíèãè [26℄ è çàìå÷àòåëüíûé îáçîð À.Â.Ìàëûøåâà [93℄.
Íèêàêîé ìíîãîìåðíûé àíàëîã ðàâåíñòâà (45), ïî-âèäèìîìó, íåèçâåñòåí.
Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî α èððàöèîíàëüíî è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ åñòü ñèíãóëÿðíóþ
ñèñòåìó ñm = n = 1 òî ïðè âñå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ζν <
1
2Mν+1
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (44). Çíà÷èò èððàöèîíàëüíûõ θ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèíãóëÿðíûìè
ñèñòåìàìè íå áûâàåò.
àâåíñòâî (45) åñòåñòâåííî ïåðåïèñàòü â âèäå
qν ||qνα|| = 1
αν+1 + α∗ν
.
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî (ñì., íàïðèìåð [30℄) ïîõîæåå ðàâåíñòâî
qν+1||qνα|| = 1
1 +
1
αν+2 · α∗∗ν+1
, (46)
ãäå
α∗∗ν+1 = aν+1 + α
∗
ν = [aν+1; aν , ..., a1].
Ýòî ðàâåíñòâî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñïåêòð Äèðèõëå
D = {λ ∈ R : ∃α ∈ R òàêîå ÷òîλ = (lim sup
q→+∞
q||qα||)−1}.
Â îòëè÷èå îò ñïåêòðà Ëàãðàíæà, èçó÷åíèþ ñïåêòðà Äèðèõëå ïîñâÿùåíî ìàëî ðàáîò (ñì. áèáëèîãðàèþ
â ñòàòüå [50℄).
Åñòåñòâåííî, îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ Ëàãðàíæà è Äèðèõëå ìîæíî äàâàòü â òåðìèíàõ óíêöèè
ψα(t).
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3.2 Ôóíêöèÿ ψα(t)
Äëÿ ñëó÷àÿ m = n = 1 ïðè θ11 = α óíêöèÿ (20) ïðèíèìàåò âèä
ψα(t) = min
16x6t
||αx||.
Íåäàâíî È.Ä.Êàí è Í..Ìîùåâèòèí [69℄ ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 16. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β òàêèõ, ÷òî α±β 6∈ Z óíêöèÿ
ðàçíîñòè
ψα(t)− ψβ(t)
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê ïðè t→ +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû çäåñü íå ïðèâîäèì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî îíî ñâÿçàíî ñ
ïðèìåíåíèåì îðìóë (45,46).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìû 1,2 À.ß.Õèí÷èíà, ïðîöèòèðîâàííûå íàìè â ïóíêòå 1.2, ïîêàçûâàþò,
÷òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 16 íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí íà áîëüøèå ðàçìåðíîñòè.
Âîçüìåì â òåîðåìå 1 ψ(t) = o(t−2), t → +∞. Ïóñòü θ1, θ2 - òå ÷èñëà, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ óòâåðæäàåò òåîðåìà 1. Âîçüìåì äðóãèå ÷èñëà (β1, β2) ïëîõî ïðèáëèæàåìûìè (â ñìûñëå
ëèíåéíîé îðìû):
inf
(x1,x2)∈Z2\{(0,0)}
(||x1β1 + x2β2|| ·max(|x1|, |x2|)2) > 0.
Âèäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ïîëó÷àåòñÿ
ψ(θ1,θ2)(t) < ψ(β1,β2)(t).
Ñèòóàöèÿ äëÿ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé àíàëîãè÷íà. Íàäî âçÿòü â òåîðåìå 2 óíêöèþ
ψ1(t) = o(t
−1/2), t → +∞, ÷èñëà θ1, θ2 èç òåîðåìû 2, à òàêæå ñîâìåñòíî ïëîõî ïðèáëèæàåìûå
÷èñëà
(
β1
β2
)
:
inf
x∈Z\{0}
(
max
j=1,2
||xβj|| · |x|1/2
)
> 0.
Âèäèì, ÷òî
ψ0
@ θ1
θ2
1
A
(t) < ψ0
@ β1
β2
1
A
(t)
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.
3.3 Äâóìåðíûå ðåøåòêè
Çäåñü ìû õîòèì îáîáùèòü íåðàâåíñòâî (42) (à, çíà÷èò, è îöåíêó ñíèçó (44)) óäîáíûì äëÿ
ïðèëîæåíèé îáðàçîì.
àññìîòðèì äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π ⊂ Rd è äâóìåðíóþ
ðåøåòêó Λ = π ∩ Zd, â íåì ñîäåðæàùóþñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
B = π ∩ {z = (x,y) : max
16i6m
|xi| 6 1}
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êîìïàêòíî. Òîãäà sup-íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ x çàäàåò íà äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå
π èíäóöèðîâàííóþ íîðìó | · |• (òàêèì îáðàçîì, "åäèíè÷íûé øàð" B = {z ∈ π : |z|• = 1}
åñòü îãðàíè÷åííîãî âûïóêëîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî). àññìîòðèì îäíîìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ℓ ⊂ π. Ïóñòü 0 åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðåøåòêè Λ, êîòîðàÿ ëåæèò â ℓ. Ïóñòü,
áîëåå òîãî,
ℓ ∩ {z = (x′,y′) : x′1 = ... = x′m = 0} = {0}.
Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, òàêîå ÷òî
L ∩ π = ℓ, dimL > 1.
Ïîñêîëüêó ℓ íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàöèîíàëüíûì, òî L òîæå íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàöèîíàëüíûì.
Îïðåäåëèì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå òî÷êàìè ðåøåòêè Λ ïîäïðîñòðàíñòâà ℓ îòíîñèòåëüíî
íîðìû | · |• êàê òàêóþ òî÷êó z = (x,y) ∈ Λ, ÷òî
dist(z,L) = min dist(z′,L)
ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì z′ ∈ Λ òàêèì, ÷òî
0 < |z′|• 6 |z|•
è dist(z,L) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå â sup-íîðìå (â Rd) îò òî÷êè z äî ïîäïðîñòðàíñòâà L.
Åñòåñòâåííî, íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â âèäå áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé
±z1,±z2, ...,±zν ,±zν+1, ...,
dist(z1,L) > dist(z2,L) > · · · > dist(zν ,L) > dist(zν+1,L) > · · · ,
|z1|• < |z2|• < · · · < |zν |• < |zν+1|• < · · · ,
àíàëîãè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (10,11). Ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü âåëè÷èí dist(zν ,L), |zν|• îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð (π, ℓ,L) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè äëÿ
êàæäîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà ν öåëî÷èñëåííûé âåêòîð zν ∈ Λ îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
Î÷åâèäíûì îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà (42) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè íàáîð (π, ℓ,L) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òî ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè
ïîñòîÿííûìè C1, C2, çàâèñÿùèìè îò π, ℓ è L ïðè âñåõ ν âûïîëíÿåòñÿ
C1 6 dist(zν ,L) · |zν+1|• 6 C2.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäëîæåíèÿ 2 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâóìåðíóþ âûïóêëóþ
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ îáëàñòü
{z ∈ π : |z|• 6 |zν+1|•, dist(z, (L) 6 dist(zν ,L)},
íà ãðàíèöå êîòîðîé åñòü äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå òî÷êè zν , zν+1 ∈ Λ.
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4 Ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû â çàäà÷å î ñîâìåñòíûõ äèîàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèÿx.
Ñëó÷àé m = 1 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ñîâìåñòíûõ äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Âñþäó íèæå â
íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû ïîëàãàåì m = 1 è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå θ1j = θj , 1 6 j 6 n. Â ýòîì
ñëó÷àå
x = x1 = x ∈ R1, M(x) = |x|, Lj(x) = θjx
è ðå÷ü èäåò î ìàëîñòè âåëè÷èíû
max
16j6n
||xθj||.
Ïóñòûå ïàðàëëåëåïèïåäû (16,17) òåïåðü èìåþò âèä
Ω(0)ν = {z′ = (x′, y′1, ..., y′n) : |x′| 6 |xν |, max
16j6n
|x′θj + y′j| 6 max
16j6n
||xνθj ||}
è
Ων = {z′ = (x′, y′1, ..., y′n) : |x′| 6 |xν+1|, max
16j6n
|x′θj + y′j| 6 max
16j6n
||xνθj ||} (47)
Â ïåðâîì èç íèõ íåò äðóãèõ öåëûõ òî÷åê, êðîìå òî÷åê 0,±zν . Âî âòîðîì íåò äðóãèõ öåëûõ
òî÷åê êðîìå 0 è ±zν ,±zν+1.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé óíêöèè ψ(t) = o(t−1/n) íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
Θ ∈ Rn áóäåò ψ-ñèíãóëÿðíûì åñëè ïðè âñÿêîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì t ñèñòåìà äèîàíòîâûõ
íåðàâåíñòâ
max
16j6n
||xθj|| 6 ψ(t), 0 < max
16i6m
|xi| < t
èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå x ∈ Z, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ν äëÿ
çíàìåíàòåëåé xν íàèëó÷øèõ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé âûïîëíåíî âûïîëíåíî
max
16j6n
||xνθj || 6 ψ(xν+1).
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà Θ = (θ1, ..., θn) ∈ Rn ÷åðåç dimZΘ ìû îáîáçí÷àåì ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷èñåë èç íàáîðà 1, θ1, ..., θn
4.1 Íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
Ñåé÷àñ ìû ñîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäñòâèé óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìãíîâåííî âûâîäÿòñÿ èç
îïèñàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ïóíêòà 3.3 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dimZΘ = 2. Òîãäà ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé γ = γ(Θ) > 0 âûïîëíåíî
ζν >
γ
Mν+1
, ∀ν ∈ N.
Èç óòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 7 è çàìå÷àíèÿ â êîíöå ïóíêòà 2.1 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Â ñëó÷àå n > 2, dimZΘ > 3 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé ν òàêèõ,
÷òî âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν, zν+1 zν+2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè n = 2, dimZΘ = 3, òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé ν äëÿ âåêòîðîâ
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν+i = (xν+i, y1,ν+i, y2.ν+i), i = 0, 1, 2
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âûïîëíåíî
det

 xν y1,ν y2,νxν+1 y1,ν+1 y2,ν+1
xν+2 y1,ν+2 y2,ν+2

 6= 0.
Ñëåäñòâèå 3 èìååòñÿ â ÿâíîì âèäå ó Äæ. Ëàãàðèàñà [86℄. Â íåÿâíîì âèäå ó Â.ßðíèêà ([55℄, .
333 - 337) àêòè÷åñêè èìååòñÿ áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:
Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü n > 2 è dimZΘ > 3. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ èíäåêñîâ j1 6= j2 äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé ν äëÿ âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν+i = (xν+i, y1,ν+i, ..., yn.ν+i), i = 0, 1, 2
âûïîëíÿåòñÿ
det

 xν yj1,ν yj2,νxν+1 yj1,ν+1 yj2,ν+1
xν+2 yj1,ν+2 yj2,ν+2

 6= 0. (48)
Ôîðìàëüíî ó ßðíèêà [55℄ ïðèñóòñòâóåò ÷óòü áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå. Ïîÿñíèì, êàê
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå 4 (ñð.  ëåììîé íà ñòð. 333 èç [55℄).
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé èíäåêñà ν ìàòðèöà
 xν y1,ν · · · yn,νxν+1 y1,ν+1 · · · yn,ν+1
xν+2 y1,ν+2 · · · yn,ν+2


(49)
èìååò ðàíã 3. Åñëè âñå îïðåäåëèòåëè (48) îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî äëÿ íåêîòîðûõ j1, j2, j3 èìååì
det

 yj1,ν yj2,ν yj3,νyj1,ν+1 yj2,ν+1 yj3,ν+1
yj1,ν+2 yj2,ν+2 yj3,ν+1

 6= 0,
òî åñòü òðåõìåðíûå âåêòîðû (=ñòîëáöû ìàòðèöû (49))
 yj1,νyj1,ν+1
yj1,ν+2

 ,

 yj2,νyj2,ν+1
yj2,ν+2

 ,

 yj3,νyj3,ν+1
yj3,ν+2


(50)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåêòîð
 xνxν+1
xν+2


ëèíåéíî çàâèñèì ñ ëþáûìè äâóìÿ âåêòîðàìè èç (50), ÷åãî íå ìîæåò áûòü.
Ïðåæäå ÷åì îðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå 5 ïðîâåäåì íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ. Ïóñòü dimZΘ >
3. àññìîòðèì îïðåäåëèòåëü èç ñëåäñòâèÿ 4, íå îáðàùàþùèéñÿ â íîëü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà ν. Òîãäà
1 6 |det

 xν yj1,ν yj2,νxν+1 yj1,ν+1 yj2,ν+1
xν+2 yj1,ν+2 yj2,ν+2

 | = |det

 xν yj1,ν − θj1xν yj2,ν − θj2xνxν+1 yj1,ν+1 − θj1xν+1 yj2,ν+1 − θj2xν+1
xν+2 yj1,ν+2 − θj1xν+2 yj2,ν+2 − θj2xν+2

 | 6
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6 6xν+2 × max
16j6n
||xνθj || × max
16j6n
||xν+1θj || = 6Mν+2ζνζν+1. (51)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé ν èìååì
Mν+2ζν+1 >
1
6ζν
.
Î÷åâèäíûì ñòàíîâèòñÿ
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü dimZΘ > 3. Òîãäà
lim sup
ν→+∞
Mν+1ζν = +∞. (52)
Óòâåðæäåíèå (52) èìååòñÿ ó Â.ßðíèêà â [51℄ ïðè n = 2 (ñì. Satz 9 èç [51℄). Â îáùåì ñëó÷àå
îíî ñîìóëèðîâàíî â [56℄. Îòìåòèì, ÷òî â [51℄ ñîîòíîøåíèå (52) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîáðàæåíèé ïåðåíîñà. Òî÷íåå, Â.ßðíèê âåçäå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî
lim sup
t→+∞
t · ψΘ(t) = +∞, (53)
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (52). Çäåñü ìû ïðèâîäèì áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò èç
ðàáîòû àâòîðà [101℄ (â ðàáîòå [101℄ àâòîð íå ññûëàåòñÿ íà ðàáîòû Â.ßðíèêà, ïîñêîëüêó òîãäà
îí íå çíàë îá èõ ñóùåñòâîâàíèè).
Tåîðåìà 17. Ïóñòü n > 2 è dimZΘ > 3. Òîãäà
ζνMν+1 → +∞, ν → +∞. (54)
Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ñëåäóþùåå. Ïóñòü Λ2 ∈ Zn+1  ïðîèçâîëüíàÿ äâóìåðíàÿ ïîäðåøåòêà
è det2Λ
2
 åå äâóìåðíûé óíäàìåíòàëüíûé îáúåì. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåòîê
{Λ2 ⊂ Zn+1 : det2Λ2 6 γ}
êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî γ.
2. Âî-âòîðûõ, åñëè ðàññìîòðåòü äâóìåðíóþ ðåøåòêó Λ2ν = 〈zν , zν+1〉Z, ïîðîæäåííóþ äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè, òî èç óñëîâèÿ conv(0, zν , zν+1) ⊂ Ων (îáëàñòü
Ων îïðåäåëåíà â (47)) ñëåäóåò, ÷òî ñ íåêîòîðîéïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C(Θ) âûïîëíåíî
1
2
det2Λ
2
ν = vol2(conv(0, zν, zν+1)) 6 C(Θ)ζνMν+1.
3. Â òðåòüèõ, èç óñëîâèÿ dimZΘ > 3 ñëåäóåò ÷òî äëÿ êàæäîãî èêñèðîâàííîãî µ ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì ν áóäåò âûïîëíåíî zν 6∈ Λ2µ. Çíà÷èò, ïðè êàæäîì µ è ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì ν äâóìåðíàÿ ðåøåòêà Λ2ν íå áóäåò ñîâïàäàòü íè ñ îäíîé èç ðåøåòîê Λ
2
1,Λ
2
2, ...,Λ
2
µ.
Òåîðåìà 17 âûòåêàåò èç ñêàçàííîãî âûøå.
Äàëåå ìû îðìóëèðóåì ñëåäñòâèå òåîðåìû 17, â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ
2 èç ïóíêòà 3.3.
Ïî àíàëîãèè ñ òåì, ÷òî ïðîäåëàíî â ïóíêòå 3.3 ðàññìîòðèì âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî π ⊂ Rd òàêîå, ÷òî dim π > 3 è ïåðåñå÷åíèå π ∩{z = (x,y) : max16i6m |xi| 6 1}
îãðàíè÷åíî, è ðåøåòêó Λ = π ∩ Zd. Ïóñòü ñíîâà ℓ ⊂ π åñòü íåêîòîðîå îäíîìåðíîå ëèíåéííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â π. Íî ñåé÷àñ (â îòëè÷èå îò òîãî, ÷òî áûëî â ïóíêòå 3.3) ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
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÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ℓ íå ëåæèò íè â êàêîì ñîáñòâåííîì ðàöèîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà π (ýòî íå÷òî áîëüøåå, ÷åì òî, ÷òî 0 åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðåøåòêè Λ, êîòîðàÿ
ëåæèò â ℓ).
Äëÿ èíäóöèðîâàííîé íîðìû |·|• íà π ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν ∈ Λ ê ïîäïðîñòðàíñòâó ℓ îòíîñèòåëüíî íîðìû | · |•, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäïðîñòðàíñòâó
L ⊃ ℓ = L ∩ π (òóò îïðåäåëåíèå íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è ïðàâèëüíîãî íàáîðà (π, ℓ,L)
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíþ, äàííîìó â ïóíêòå 3.3).
Ïðåäëîæåíèå 3. Â îïèñàííûõ âûøå óñëîâèÿõ äëÿ ïðàâèëüíîãî íàáîðà (π, ℓ,L) âûïîëíÿåòñÿ
dist(zν ,L) · |zν+1|• → +∞, ν → +∞.
4.2 Âûðîæäåíèå ðàçìåðíîñòè íàèëó÷øèõ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé.
Ñîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé àâòîðîì â [98℄ (ñì. òàêæå [105℄), ïðåäñòàâëÿþùèé êîíòðïðèìåð
ê ïðåäïîëîæåíèþ Äæ. Ëàãàðèàñà [86℄.
Tåîðåìà 18. Ïóñòü n > 3. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà θ1, ..., θn, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âìåñòå ñ
åäèíèöåé íàä Z è òàêèå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n+1 èäóùèõ ïîäðÿä âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν , zν+1, ..., zν+n ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ.
Ïðîêîììåíòèðóåì âêðàòöå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Íàáîð ÷èñåë θ1, ..., θn çàäàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê íåìó. Ñàìè ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñòðîþòñÿ
èíäóêòèâíî. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ èíäóêòèâíîãî øàãà êîíñòðóêöèè
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ðàöèîíàëüíîé òî÷êè α =
(
a1
q
, ..., an
q
)
, (a1, ..., an, q) = 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
(i) êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîâìåñòíûõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
zν = (xν , y1,ν , ..., yn,ν), 1 6 ν 6 k,
(xk, y1,k, ..., yn,k) = (q, a1, ..., an)
îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî;
(ii) íàéäåòñÿ äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π è íîìåð µ < k òàêèå, ÷òî
zν ∈ π, µ 6 ν 6 k;
(iii) äëÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñ íîìåðîì k âûïîëíåíî
ζk < ρ(π)
(âåëè÷èíà ρ(π) îïðåäåëåíà â (24)).
Òîãäà íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ε òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê β, ëåæàùèõ â ε-îêðåñòíîñòè
òî÷êè α, áóäåò âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
(i
∗
) âñå âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ê α áóäóò íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè è ê β
òîæå;
(ii
∗
) âñå ðàñøèðåííûå âåêòîðû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ê β, çíàìåíàòåëü x êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
â ïðîìåæóòêå xµ 6 x 6 xk, ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå π.
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Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ èíäóêòèâíîãî øàãà ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò âûáðàòü äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèî-
íàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π1 ∋ α , à çàòåì íîâóþ ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó α1 ∈ π1, ëåæàùóþ áëèçêî
ê α òàê, ÷òîáû îíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñíîâà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì ëåììû 1 ñ çàìåíîé π íà
π1. Ïðè÷åì α1 ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ íåå èìåëîñü > n + 1 âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé, ëåæàùèõ â ïîäïðîñòðàíñòâå π1. Íåçàâèñèìîñòü âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z êîìïîíåíò
ïðåäåëüíîãî âåêòîðà íàäî îáåñïå÷èòü ïîñðåäñòâîì âûáîðà äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ òàê,
÷òîáû R(Θ) = n + 1.
5 Ñèíãóëÿðíîñòü è äèîàíòîâ òèï.
Ïóñòü óíêöèÿ ϕ(t) ìîíîòîíî óáûâàåò ê íóëþ ïðè t → +∞. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð Θ
èìååò äèîàíòîâ òèï 6 ϕ(t) åñëè äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ x ∈ Zm âûïîëíÿåòñÿ
max
16j6n
||Lj(x)|| 6 ϕ
(
max
16i6m
|xi|
)
.
Â ðàáîòå [55℄ Â.ßðíèê óñòàíîâèë ïðîñòûå è çàìå÷àòåëüíûå îöåíêè äèîàíòîâîãî òèïà äëÿ
ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö. Íèæå ìû èõ ïðèâîäèì. Êàê ïîêàçàë Ì.Ëîðàí [89℄, íåðàâåíñòâà Â.ßðíèêà
â ñëó÷àÿõ m = 1, n = 2 è m = 2, n = 1 íåóëó÷øàåìû. Òî÷íóþ îðìóëèðîâêó òåîðåìû
Ì.Ëîðàíà ìû ïðèâîäèì â ïóíêòå 8.3 íàøåé ñòàòüè. Íèæå â ïóíêòàõ 5.1, 5.3, 5.5 ìû ïðèâîäèì
îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû Â.ßðíèêà. Â ïóíêòàõ 5.2, 5.4, 5.6 èìååòñÿ óñèëåíèå òåîðåìû Â.ßðíèêà,
ïðèíàäëåæàùåå àâòîðó è óñòàíîâëåííîå â ïðåïðèíòå [115℄.
5.1 Ñëó÷àé m = 1.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â.ßðíèê (ñì. [55℄, Òåîðåìà 3)
ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Tåîðåìà 19. Ïóñòü ψ(t) íåïðåðûâíàÿ óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî t, ïðè÷åì óíêöèÿ tψ(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → +∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(t) óíêöèþ, îáðàòíóþ ê tψ(t). Ïîëîæèì
ϕ[ψ](t) = ψ
(
ω
(
1
6ψ(t)
))
.
Ïóñòü n > 2, dimZΘ > 3 è íàáîð Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûì. Òîãäà äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âûïîëíåíî
max
16j6n
||xθj|| 6 ϕ[ψ](x).
Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì áîëåå òî÷íûé àêò, à èìåííî, åñëè íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ zν , zν+1
zν+2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
ζν+1 6 ϕ
[ψ](xν+1), (55)
èç êîòîðîãî òåîðåìà 19 ñëåäóåò â ñâåòå ñëåäñòâèÿ 2 èç ïóíêòà 4.1.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü èç ñëåäñòâèÿ 4 ïóíêòà 4.1, íå îáðàùàþùèéñÿ â
íîëü. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (51), èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1 èç ïóíêòà 1.3, ïîëó÷àåì
1 6 6Mν+2ψ(Mν+2)ψ(Mν+1) = 6xν+2ψ(xν+2)ψ(xν+1),
îòêóäà (55) ñðàçó ñëåäóåò.
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×òîáû ïîÿñíèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 19, ñîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå î äèîàíòîâûõ ýêñïîíåíòàõ,
òàêæå ïðèíàäëåæàùåå Â. ßðíèêó (ñì. òåîðåìó 1, ÷àñòü I èç [55℄).
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü n > 2 è dimZΘ > 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(Θ) è β(Θ) ñóïðåìóìû òåõ γ,
äëÿ êîòîðûõ äëÿ óíêöèè ßðíèêà (20), ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíåíî
lim sup
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞, (56)
lim inf
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞. (57)
(ßñíî, ÷òî
1
n
6 α(Θ) 6 β(Θ) 6 +∞.) Òîãäà åñëè α(θ) < 1, òî
β(Θ) >
α2(Θ)
1− α(Θ); (58)
åñëè æå α(Θ) = 1, òî β(Θ) = +∞.
5.2 Ñëó÷àé m = 1, n = 3.
Äëÿ α ∈ [1/3, 1] ïîëîæèì
g1(α) =
(1− α)α +√(1− α)2α2 + 4α(2α2 − 2α + 1)
4α2 − 4α + 2 .
Âåëè÷èíà g1(α) åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ
(2α2 − 2α + 1)x2 + α(α− 1)x− α = 0.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
g1(α) = max
δ>1, γ(1−α)−α>0
min
{
δ,
α
γ(1− α)− α,
1
α
−
(
1
α
− 1
)
δ
γ
}
, (59)
g1(1/3) = g1(1) = 1.
Áîëåå òîãî, äëÿ α ∈ (1/3, 1) âûïîëíåíî g1(α) > 1.
Ïóñòü α0 ∈ (1/2, 1) åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ
x3 − x2 + 2x− x = 1.
Âèäèì, ÷òî â èíòåðâàëå 1/3 < α < α0 âûïîëíÿåòñÿ
g1(α) > max
{
1,
α
1− α
}
.
Tåîðåìà 20. Ïóñòü m = 1, n = 3 è ìàòðèöà Θ =

 θ1θ2
θ3


ñîñòîèò èç ÷èñåë, ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z. Òîãäà
β(Θ) > α(Θ)g1(α(Θ)). (60)
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Âèäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (60) ñèëüíåå, ÷åì ðåçóëüòàò òåîðåìû 19 (è åå ñëåäñòâèÿ) â èíòåðâàëå
1/3 < α(Θ) < α0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ψΘ(t) 6 ψ(t) âûïîëíåíî ñ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
óáûâàþùåé ê íóëþ óíêöèåé ψ(t). Òàêæå ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óíêöèÿ t 7→ t · ψ(t)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞.
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν = (xν , y1,ν, y2,ν, y3,ν).
Èç óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âèäèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð èíäåêñîâ
ν < k, ν → +∞ áóäåò âûïîëíåíî
• îáå òðîéêè
zν−1, zν , zν+1; zk−1, zk, zk+1
ñîñòîÿò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ;
• èìååòñÿ íåêîòîðîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π, òàêîå ÷òî
zl ∈ π, ν 6 l 6 k; zν−1 6∈ π, zk+1 6∈ π;
• âåêòîðû
zν−1, zν, zk, zk+1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Èòàê
1 6 |det


y1,ν−1 y2,ν−1 y3,ν−1 xν−1
y1,ν y2,ν y3,ν xν
y1,k y2,k y3,k xk
y1,k+1 y2,k+1 y3,k+1 xk+1

 | 6
6 24ζν−1ζνζkMk+1 6 24ψ(Mν)ψ(Mν+1)ψ(Mk+1)Mk+1 < 24ψ(Mν)(ψ(Mν+1)2Mk+1. (61)
Äàëåå íàäî ðàññìîòðåò òðè ñëó÷àÿ.
1
0
. Äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1 èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð (ν, k) ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, è
òàêèõ ÷òî
Mk+1 6 M
γ
ν+1.
Èç íåðàâåíñòâà (61) âûâîäèì
1
24ψ(Mν)
6 Mγν+1 · ψ(Mν+1) · ψ(Mγν+1)
Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàÿ âîçðàñòàíèå óíêöèè t 7→ tγ · ψ(t) · ψ(tγ) è îáîçíà÷àÿ îáðàòíóþ ê
íåé ÷åðåç ρ(t), âèäèì, ÷òî
ζν 6 ψ(Mν+1) 6 ψ
(
ρ
(
1
24ψ(Mν)
))
. (62)
2
0
. Äëÿ íåêîòîðîãî δ > 1 èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð èíäåêñîâ (ν, k),
òàêèõ ÷òî
Mk+1 > M
δ
k .
Òîãäà ñðàçó ïîëó÷àåì
ζk 6 ψ(Mk+1) 6 ψ(M
δ
k ). (63)
3
0
. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð èíäåêñîâ (ν, k) âûïîëíåíî
Mγν+1 6 Mk+1 6 M
δ
k .
29
Òîãäà äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè Λ = Z4 ∩ π ïðè ν 6 l 6 k − 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ζlMl+1 ≍Θ det2Λ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà
ζk−1 ≪Θ Mν+1ψ(Mν+1)
Mk
≪Θ M
δ
γ
−1
k ψ(M
δ
γ
k ) 6 M
δ
γ
−1
k−1 ψ(M
δ
γ
k−1) (64)
(êîíå÷íî, íàäî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü ìîíîòîííîå óáûâàíèå óíêöèè t 7→ t δγ−1ψ(t δγ )).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ðàññìîòðåòü ìàëîå ε > 0 è ïîëîæèòü ψ(t) = t−α+ε. Â
ñâåòå ñîîòíîøåíèÿ (59) íåðàâåíñòâî (60) âûòåêàåò èç (62,63,64).
5.3 Ñëó÷àé m = 2.
Ñîðìóëèðóåì òåîðåìó Â.ßðíèêà î äèîàíòîâîì òèïå èç ðàáîòû [55℄, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå
19.
Tåîðåìà 21. Ïóñòü m = 2, n > 1 è íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
Θ =


θ11 θ
2
1
θ12 θ
2
2
.
.
.
.
.
.
θ1n θ
2
n


ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé ñ íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé óíêöèåé ψ(t) = o(t−1), t→ +∞.
Ïîëîæèì
ϕ
[ψ]
2 (t) = ψ
(
1
6tψ(t)
)
Òîãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ x = (x1, x2) òàêèõ, ÷òî
max
16j6n
||θ1jx1 + θ2jx2|| 6 ϕ[ψ]2
(
max
i=1,2
|xi|
)
.
Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû äëÿ ïðàâèëüíîé ìàòðèöû Θ âûïîëíåíî R(Θ) > 3. (Ïðè
n = 1 ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ (iii) òåîðåìû 7. Ïðè n > 2 ýòî âûòåêàåò èç ψ-ñèíãóëÿðíîñòè
è èç òåîðåìû 8.) Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî óñòàíîâèòü àíàëîã ñëåäñòâèÿ 4 ïóíêòà 4.1.
Âèäèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà k è äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé ν ñîñòàâëåííûé èç
êîîðäèíàò âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
x1,ν x2,ν yk,ν
x1,ν+1 x2,ν+1 yk,ν+1
x1,ν+2 x2,ν+2 yk,ν+2
∣∣∣∣∣∣
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (íà ñàìîì äåëå ýòî ìåñòî òðåáóåò áîëåå ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ). Çàòåì
äëÿ òàêîãî çíà÷åíèÿ ν íàäî ïðîâåñòè îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ (51):
1 6 6Mν+2Mν+1ζν 6 6Mν+2Mν+1ψ(Mν+1).
Çàòåì íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîíîòîíîñòüþ óíêöèè ψ.
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Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ çäåñü íà äîêàçàòåëüñòâå ïîäðîáíî (íàïðèìåð, ñëåäóåò ðàçîáðàòüñÿ
ñ ñèòóàöèåé, êîãäÿ ìàòðèöà Θ íå ÿâëÿåèñÿ ïðàâèëüíîé). Âñå äåòàëè èìåþòñÿ â îðèãèíàëüíîé
ðàáîòå Â.ßðíèêà.
Èç òåîðåìû 21 Â.ßðíèê âûâîäèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü m = 2, n > 1 è ìàòðèöà Θ íåâûðîæäåííàÿ. Òîãäà äëÿ âåëè÷èí
α(Θ), β(Θ), îïðåäåëÿåìûõ êàê ñóïðåìóì òåõ γ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (56) è (57) ñîîòâåòñòâåííî,
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
β(Θ) > α(Θ)(α(Θ)− 1). (65)
5.4 Ñëó÷àé m = n = 2
Äëÿ α > 1 ïîëîæèì
g3(α) =
1− α +√(1− α)2 + 4α(2α2 − 2α+ 1)
2α
.
Èòàê g3(α) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
αx2 + (α− 1)x− (2α2 − 2α + 1) = 0. (66)
Âèäèì, ÷òî g3(1) = 1 è ïðè α > 1 âûïîëíåíî g3(α) > 1. Áîëåå òîãî, â èíòåðâàëå
1 6 α <
(
1 +
√
5
2
)2
èìååì
g3(α) > max(1, α− 1).
Tåîðåìà 22. Ïóñòü ÷èñëà θij , i, j = 1, 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z. ðàññìîòðèì
ìàòðèöó
Θ =
(
θ11 θ
2
1
θ12 θ
2
2
)
Òîãäà
β(Θ) > α(Θ)g3(α(Θ)).
Òåîðåìà 22 ñèëüíåå òåîðåìû 21 ïðè α(Θ) ∈
(
1,
(
1+
√
5
2
)2)
.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè R(Θ) = 2 òî èç òåîðåìû 8 ïîëó÷àåì α(Θ) = 1, è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 4 èç ïóíêòà 2.1 íå áûâàåò òîãî, ÷òîáû R(Θ) = 3. Èòàê R(Θ) = 4. Òîãäà äëÿ
áåñêîíå÷íîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð èíäåêñîâ
ν < k, ν → +∞ èìååì ñëåäóþùåå:
• îáå òðîéêè
zν−1, zν , zν+1; zk−1, zk, zk+1
ñîñòîÿò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ;
• èìååòñÿ äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π, òàêîå ÷òî
zl ∈ π, ν 6 l 6 k; zν−1 6∈ π, zk+1 6∈ π;
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• âåêòîðû
zν−1, zν, zk, zk+1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òîãäà
1 6 |det


x1,ν−1 x2,ν−1 y1,ν−1 y2,ν−1
x1,ν x2,ν y1,ν y2,ν
x1,k x2,k y1,k x2,k
x1,k+1 x2,k+1 y1,k+1 y2,k+1

 | 6 24ζν−1ζνMkMk+1.
ïðåäïîëàãàåì ìîíîòîííîå óáûâàíèå óíêöèè t 7→ t · ψ(t). Ïóñòü ñíîâà ψΘ(t) 6 ψ(t). Òîãäà
1 6 24Mk+1Mkψ(Mν+1)ψ(Mν). (67)
àññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ.
1
0
. Äëÿ íåêîòîðîãî γ > 1 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð (ν, k) âûïîëíåíî
Mk+1 > M
γ
k .
Òîãäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
ζk 6 ψ(Mk+1) 6 ψ(M
γ
k ). (68)
2
0
. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð (ν, k) âûïîëíåíî
Mk+1 6 M
γ
k .
Òîãäà èç (67) âèäèì, ÷òî
Mk > (ψ(Mν))
− 2
1+γ . (69)
àññìîòðèì äâóìåðíóþ ïîäðåøåòêó Λ = π ∩ Z4 ñ îïðåäåëèòåëåì det Λ. Äëÿ òî÷êè z ∈ π
ðàññòîÿíèå îò z äî äâóìåðíîãî ïîäïðîòñðàíñòâà
L = {z = (x1, x2, y1, y2) : θ11x1 + θ21x2 + y1 = θ12x1 + θ22x2 + y2 = 0}
ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò íåå äî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ∩ π. Ïóñòü δ åñòü
êîýèöèåíò ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïàðàëëåëåïèïåä
{z = (x1, x2, y1, y2) : |x| < Ml+1, max
16j63
|θjx− yj | < ζl}
íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ íåíóëåâûõ öåëûõ òî÷åê. Çíà÷èò
γ1(Θ)δ det Λ 6 ζlMl+1 6 γ2(Θ)δ det Λ, ν 6 l 6 k − 1 (70)
ñ íåêîòîðîûìè ïîñòîÿííûìè γi(Θ), i = 1, 2. Èç (69) è (70) âûâîäèì
ζν ≪Θ ψ(Mk)Mk
Mν+1
≪Θ M−1ν (ψ(Mν))−
2
1+γψ
(
(ψ(Mν))
− 2
1+γ
)
. (71)
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì óíêöèþ ψ(t) = t−α(Θ)+ε ñ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ε. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
γ = g3(α(Θ)) óäîâëåòâîðÿåò (66), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 22.
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5.5 Ñëó÷àé m > 2.
Â ñëó÷àåm > 2 Â.ßðíèê â [55℄ èñïîëüçóåò áîëåå ãðîìîçäêèå ðàññóæäåíèÿ Ïîýòîìó îí îðìóëèðóåò
è äîêàçûâàåò íå îáùèé ðåçóëüòàò ñ ïðîèçâîëüíîé óíêöèåé ψ, à òîëüêî ëèøü óòâåðæäåíèå ïðî
äèîàíòîâû ïîêàçàòåëè.
Tåîðåìà 23. Ïóñòü m > 3 è ïðî íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Θ èçâåñòíî, ÷òî
α(Θ) > (5m2)m−1.
Òîãäà
β(Θ) > (α(Θ))
m
m−1 − 3α(Θ).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû çäåñü íå ïðèâîäèì. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà èçÿùíîì ïîñòðîåíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûx âåêòîðîâ ïðèáëèæåíèé. Ó àâòîðà íåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî
ðåçóëüòàò òåîðåìû 23 íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è ìîæåò áûòü óëó÷øåí. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå
ìû êàê ðàç è ïðèâîäèì ïîäîáíîãî ðîäà óëó÷øåíèå (â ÷àñòíîì ñëó÷àå).
5.6 Ñëó÷àé m = 3, n = 1.
Äëÿ α > 3 îïðåäåëèì óíêöèè
g2(α) =
√
α +
1
α2
− 7
4
+
1
α
− 1
2
, h(α) = α− g(α)− 1.
Çàìåòèì, ÷òî óíêöèè g2(α) è h(α) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè α→ +∞ è
g2(3) = h(3) = 1, g2(α) 6 α− 2.
Tåîðåìà 24. àññìîòðèì ìàòðèöó-ñòðîêó Θ = (θ1, θ2, θ3), ñîñòîÿùóþ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z ÷èñåë. Òîãäà ïîêàçàòåëè α(Θ) è β(Θ) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
β(Θ) > α(Θ)g2(α(Θ)). (72)
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé zν .
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà R(Θ) = 3. Òîãäà âñå âåêòîðû zν , íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-
òî íîìåðà ëåæàò â íåêîòîðîì òðåõìåðíîì âïîëíå ðàöèîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå π, è ìû
àêòè÷åñêè èìååì äåëî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé òî÷êàìè òðåõìåðíîé
ðåøåòêè Z4∩π äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà π∩L(Θ) (íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà
L(Θ) ìû äàâàëè â ïóíêòå 2.1). Òîãäà ïðèìåíèìà òåîðåìà 21, è åå ñëåäñòâèå äàåò îöåíêó (65),
÷òî ñèëüíåå ÷åì (72).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà R(Θ) = 4. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð
èíäåêñîâ ν < k (ν → +∞) òàêèõ, ÷òî
• òðîéêè
zν−1, zν , zν+1; zk−1, zk, zk+1
ñîñòîÿò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ êàæäàÿ;
• èìååòñÿ íåêîòîðîå äâóìåðíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî π òàêîå, ÷òî
zl ∈ π, ν 6 l 6 k; zν−1 6∈ π, zk+1 6∈ π;
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• ÷åòûðå âåêòîðà
zν−1, zν , zν+1, zk+1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íàáîðΘ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûì (åñòåñòâåííî, ñ÷èòàåì, ÷òî óíêöèÿ
ψ(t) ìîíîòîííà, è ÷òî ìîíîòîííà óíêöèÿ t 7→ tψ(t)), ïîëó÷àåì
1 6 |det


x1,ν−1 x2,ν−1 x3,ν−1 yν−1
x1,ν x2,ν x3,ν yν
x1,ν+1 x2,ν+1 x3,ν+1 yν+1
x1,k+1 x2,k+1 x3,k+1 yk+1

 | 6 24ζν−1MνMν+1Mk+1 6 24ψ(Mν)MνMν+1Mk+1. (73)
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè.
1
0
. Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð èíäåêñîâ (ν, k) âûïîëíåíî
Mk+1 6 M
h(α(Θ))
ν ,
òî äëÿ òàêèõ ïàð èíäåêñîâ èç (73) ïîëó÷àåì
Mν+1 >
1
24ψ(Mν)M
1+h(α(Θ))
ν
, ζν 6 ψ
(
1
24ψ(Mν)M
1+h(α(Θ))
ν
)
.
Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (72) ñðàçó âûòåêàåò.
2
0
. Ïóñòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð èíäåêñîâ (ν, k) âûïîëíåíî
Mk+1 > M
g2(α(Θ))
k ,
Â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó ïîëó÷àåì
ζk 6 ψ(Mk+1) 6 ψ(M
g2(α(Θ))
k ),
îòêóäà òîæå ñðàçó ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (72).
3
0
. Ïóñòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð èíäåêñîâ (ν, k) âûïîëíåíî
Mh(α(Θ))ν 6 Mk+1 6 M
g2(α(Θ))
k ,
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî áîëåå äåòàëüíî èññëåäîâàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïîäïðîñòðàíñòâå π. àññìîòðèì
ïðîåêöèþ ïîäïðîñòðàíñòâà π íà ïîäïðîñòðàíñòâî L(Θ). Ýòî åñòü íåêîòîðîå äâóìåðíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî π∗, ïåðåñåêàþùååñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì π ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé ℓ = π ∩ π∗.
Äëÿ òî÷êè z ∈ π ðàññòîÿíèÿ îò z äî ïîäïðîñòðàíñòâà L(Θ) è îò z äî ïîäïðîñòðàíñòâà ℓ
ïðîïîðöèîíàëüíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ êîýèöèåíò ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ("óãîë" ìåæäó
ïåðåñåêàþùèìèñÿ äâóìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè π è π∗). Òàê êàê âåêòîðû zl ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðàìè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, òî êàê âåêòîðû äâóìåðíîé ðåøåòêè Λ = Z4 ∩ π îíè
àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè òî÷êàìè ðåøåòêè Λ ïðÿìîé ℓ â èíäóöè-
ðîâàííîé íîðìå. Ïóñòü det Λ åñòü óíäàìåíòàëüíûé îáúåì ðåøåòêè Λ. ßñíî, ÷òî ñ íåêîòîðûìè
ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè γi(Θ), i = 1, 2 âûïîëíåíî
γ1(Θ) · δ det Λ 6 ζlMl+1 6 γ2(Θ) · δ det Λ, ν 6 l 6 k − 1.
Â ÷àñòíîñòè
ζνMν+1 6
γ2(Θ)
γ1(Θ)
· ζk−1Mk.
34
Ó÷òåì, ÷òî ζk−1 6 ψ(Mk). Èç óñëîâèÿ ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
ζν 6
γ2(Θ)
γ1(Θ)
· ψ(Mk)Mk
Mν+1
6
γ2(Θ)
γ1(Θ)
· ψ
(
M
h(α(Θ))
g2(α(Θ))
ν
)
M
h(α(Θ))
g2(α(Θ))
−1
ν .
Ïîñêîëüêó
α(g2(α))
2 + (α− 2)g2(α)− (α− 1)2 = 0,
òî ñíîâà ïîëó÷àåì (72).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
6 Íåîäíîðîäíûå ïðèáëèæåíèÿ.
6.1 Îäíîìåðíûå çàäà÷è.
Äëÿ âåùåñòâåííûõ θ è α ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
λ(θ, α) = lim inf
x→∞
|x| · ||xθ − α||
(çäåñü, åñòåñòâåííî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî x ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ). Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó
ðåçóëüòàòó . Ìèíêîâñêîãî (ñì. [22℄, òåîðåìà II ãëàâû III) äëÿ ëþáûõ θ, α âûïîëíÿåòñÿ
λ(θ, α) 6
1
4
.
Îïðåäåëèì
λ(θ) = λ(θ, 0)
è
µ(θ) = sup
α
λ(θ, α),
ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì α, íå ïðåäñòàâèìûì â âèäå aθ + b ñ öåëûìè a, b.
À.ß.Õèí÷èí â ðàáîòå [63℄ äîêàçàë íåðàâåíñòâî
µ(θ) 6
√
1− 4λ2(θ)
4
, (74)
êîòîðîå áûâàåò äîñòàòî÷íî òî÷íûì. (Íàïðèìåð, åñëè θ ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó [0; k, k, k, ...], çàäàâàåìîìó
ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé äðîáüþ, è íåïîëíîå ÷àñòíîå k ëèáî ðàâíî åäèíèöå, ëèáî ÷åòíî, òî
â íåðàâåíñòâå (74) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà.) Èç (74), íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî
µ(θ) = 1/4 âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òàêèõ θ, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ â íåïðåðûâíóþ äðîáü èìååò
ñêîëü óãîäíî áîëüøèå íåïîëíûå ÷àñòíûå.
Â ðàáîòå À.ß.Õèí÷èíà [63℄ èìååòñÿ ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ. Èçó÷åíèþ ìíîæåñòâ çíà÷åíèé
óíêöèè λ(θ, α) è åé ïîäîáíûõ, íàïðèìåð, "îäíîñòîðîííåé" óíêöèè
k(θ, α) = lim inf
x→+∞
x · ||xθ − α||,
ïîñâÿùåíû ðàáîòû Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà [20℄, Å.Áàðíñà [7℄, Ò.Êóçèêà è À.Ïîëëèíãòîíà [27℄ è äðóãèå.
Ñåé÷àñ ìû ñîðìóëèðóåì ïðîñòîé îäíîìåðíûé (íî òåì íå ìåíåå âåñüìà íåòðèâèàëüíûé)
ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ âñå â òîé æå ðàáîòå À.ß Õèí÷èíà [60℄ (Satz 4).
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Tåîðåìà 25. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà γ ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî
äåéñòâèòåëüíîãî θ ìîæíî íàéòè äåéñòâèòåëüíîå α òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ x
âûïîëíåíî
||xθ − α|| > γ
x
.
Îòìåòèì, ÷òî â êíèãå Êàññåëñà [22℄ ðåçóëüòàò òåîðåìû 25 èìååòñÿ ñ ïîñòîÿííîé γ = 1/51
(ñì. òåîðåìó XI ãëàâû V [22℄; èìååòñÿ íåïîíÿòíîå çàìå÷àíèå êî ãëàâå V, â êîòîðîì ðå÷ü èäåò îá
îöåíêå òî÷íîãî çíà÷àíèÿ ïîñòîÿííîé γ; ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò
.îäâèíó [47℄).
Â äàëüíåéøåì ìû îáñóäèì è ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû 25, è ìîìåíòû åå äîêàçàòåëüñòâà,
ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 25 ïîñëóæèëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ
ìíîãîìåðíûõ ðåçóëüòàòîâ, â òîì ÷èñëå, äëÿ òåîðåì Â. ßðíèêà, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì
ïóíêòå. Â äàëüíåéøåì ìû ïîãîâîðèì êàê è î ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿõ òåîðåìû ??, òàê è î
ìîìåíòàõ äîêàçàòåëüñòâ.
6.2 Ìíîãîìåðíûå òåîðåìû
Â äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 25 îáíàðóæèëàñü ñâÿçü ìåæäó îäíîðîäíûìè è íåîäíîðîäíûìè çàäà÷àìè
â òåîðèè ëèíåéíûõ äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Ýòà ñâÿçü ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå,
ïðè÷åì îêàçàëîñü ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ñèíóãëÿðíîñòè ñîîòâåñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì èãðàþò
ðåøàþùóþ ðîëü. À.ß. Õèí÷èí íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàëñÿ ê èññëåäîâàíèþ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ
ïðèáëèæåíèé. Â ðàáîòå 1936 ãîäà [62℄ îí äîêàçàë îñíîâîïîëàãàþùèé ìíîãîìåðíûé ðåçóëüòàò
(òî÷íåå, óòâåðæäåíèå áûëî ñîðìóëèðîâàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m, à äîêàçàíî ïðè m = 2),
êîòîðûé ìû çäåñü ïðèâîäèì.
Tåîðåìà 26. (À.ß.Õèí÷èí [62℄)
Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ (i) è (ii) ýêâèâàëåíòíû.
(i) Äëÿ íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë θ1, ..., θm âûïîëíÿåòñÿ
lim sup
t→+∞
tm · min
x∈Zm:0<M(x)6t
||
∑
16i6m
θixi|| > 0.
(ii) Íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë θ1, ..., θm òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α
âûïîëíåíî
lim inf
t→+∞
tm · min
x∈Zm:M(x)6t
||
∑
16i6m
θixi − α|| < +∞.
Âèäèì, ÷òî óñëîâèå (i) ýêâèâàëåíòíî ðåãóëÿðíîñòè íàáîðà Θ (1) ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì m è
ñ n = 1.
Xî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà âñåõ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, îáñóæäàåìûå â íàñòîÿùåì
ïóíêòå, ðàçâèâàþò èäåè ðàáîò À.ß.Õèí÷èíà [60℄,[62℄.
Â 1948 ãîäó â ðàáîòå [65℄ À.ß.Õèí÷èí äîêàçàë îáùåå óòâåðæäåíèå, îðìóëèðîâêó êîòîðîãî
ìû òîæå õîòèì çäåñü ïðèâåñòè.
Ñèñòåìà Θ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûøåâà åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
α = (α1, ..., αn) ∈ Rn íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Γ = Γ(α) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà äèîàíòîâûõ íåðàâåíñòâ
max
16j6n
||Lj(x)− αj|| 6 Γ ·
(
max
16i6m
|xi|
)m
n
èìååò ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû max16i6m |xi|.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [65℄ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
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Tåîðåìà 27. Ñèñòåìà Θ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé ×åáûøåâà.
Òåîðåìà 26, ñîðìóëèðîâàííàÿ âûøå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû
27 (n = 1).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîìèìî îðèãèíàëüíîé ðàáîòû À.ß.Õèí÷èíà [60℄ èçëîæåíî,
íàïðèìåð, â ãëàâå X êíèãè [22℄.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñêîëüêî ðàíåå (â ðàáîòàõ [52℄ è [53℄ 1939 è 1941 ãîäîâ, ñîîòâåòñâòåííî;
ñì. òàêæå [54℄) Â. ßðíèê ïîëó÷èë áîëåå îáùèå óòâåðæäåíèÿ, îðìóëèðîâêè êîòîðûõ ìû
ïðèâîäèì íèæå.
Íàðÿäó ñ "îäíîðîäíîé" óíêöèåé ßðíèêà (20) óäîáíî èñïîëüçîâàòü "íåîäíîðîäíóþ" óíêöèþ
ψΘ,α(t) = min
x∈Rm:M(x)6t
max
16j6n
||Lj(x)− αj||, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn
è óíêöèþ
Ψ
[inhom]
Θ = sup
α∈[0,1]n
ψΘ,α(t).
Â îïðåäåëåíèè "íåîäíîðîäíîé" óíêöèè ßðíèêà ìîæíî áðàòü ìèíèìóì ïî âñåì íåíóëåâûì
âåêòîðàì x. åçóëüòàò îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.
ßñíî, ÷òî óíêöèÿ ßðíèêà (20) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
ψΘ(t) = ψΘ,0(t).
Òàêæå íàðÿäó ñ ñèñòåìîé ÷èñåë Θ áóäåì ðàññìàðèâàëü òðàíñïîíèðîâàííóþ ñèñòåìó tΘ. Äëÿ
óíêöèè ßðíèêà ψ tΘ(t), î÷åâèäíî, èìååì ðàâåíñòâî
ψ tΘ(t) = min
x∈Rn:M(x)<t
max
16i6m
||L∗i (x)||,
ãäå
L∗i (x) =
n∑
j=1
θi,jxi.
Âñþäó íèæå â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óíêöèÿ ψ(t) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ê
íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(t) óíêöèþ îáðàòíóþ ê óíêöèè t 7→ 1
ψ(t)
.
Ñíà÷àëà ìû ñîðìóëèðóåì áîëåå ïðîñòûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [52℄ (òåîðåìó 1 èç [52℄).
Tåîðåìà 28. (Â.ßðíèê [52℄)
Ïóñòü óíêöèÿ ψ(t) òàêîâà, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì η óíêöèÿ t 7→ 1
tηψ(t)
ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t âûïîëíÿåòñÿ
ψ tΘ(t) > ψ(t). (75)
Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé t âûïîëíåíî
Ψ
[inhom]
Θ 6
((m+ n)!(m+ n))
η+1
η
ρ(t)
. (76)
Ïðè ψ tΘ = c · tn/m  ïîñòîÿííîé c > 0 èç òåîðåìû 28 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Åñëè òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñèñòåìà
tΘ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî ñèñòåìà Θ
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûøåâà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà àêòè÷åñêè åñòü ðåçóëüòàò ðàáîòû Â. ßðíèêà [53℄ (òåîðåìà 7 èç [53℄,
ñì. òàêæå [54℄  îíè îòëè÷àþòñÿ îò îðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìû 29 òîëüêî òåì, ÷òî â íèõ íå
âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå êîíñòàòíû).
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Tåîðåìà 29. Ïóñòü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî
ψ tΘ(t) 6 ψ(t) (77)
Òîãäà íàéäåòñÿ íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (α1, ..., αn) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
t âûïîëíÿåòñÿ
ψΘ,α(t) >
1
24n3/2ρ(8mt)
. (78)
Â ðàññìàòðèâàåìîì âîïðîñå ýòî óòâåðæäåíèå ïðåäñòàëÿåò îñíîâíóþ ñëîæíîñòü. Îíî âîñõîäèò
ê òåîðåìå À.ß.Õèí÷èíà 25, êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà â [60℄. Äîêàçàòåëüñòâî èìåííî ýòîé òåîðåìû
ìû ïðîêîììåíòèðóåì â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Çäåñü æå ìû îòìåòèì äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.
Ïîëàãàÿ ψ tΘ = o(t
−n/m), t→ +∞, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Åñëè òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñèñòåìà
tΘ ñèíãóëÿðíà, òî ñèñòåìà Θ íå åñòü ñèñòåìà
×åáûøåâà.
Ýòî ñëåäñòâèå âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì òåîðåìû 28 ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü äîêàçàííûì Â. ßðíèêîì:
Tåîðåìà 30. Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñèñòåìà
tΘ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûøåâà.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè òåîðåìû 27 äîêàçàííîé À.ß.Õèí÷èíûì è
òåîðåìû 31 äîêàçàííîé Â. ßðíèêîì, íàäî âñïîìèíòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïåðåíîñà èç ðàáîòû
À.ß.Õèí÷èíà 1948 ãîäà [64℄ (îíà èçëàãàåòñÿ òàêæå â êíèãå [22℄, ãë. V, òåîðåìà XII) .
Tåîðåìà 31. Ñèñòåìà Θ ñèíãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèíãóëÿðíà òðàíñïîíèðîâàííàÿ
ñèñòåìà
tΘ.
Íî â ðàáîòå Â.ßðíèêà 1941 ãîäà [53℄ èìååòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Tåîðåìà 32. Åñëè ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé γ1 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ t âûïîëíåíî
ψΘ > γ1 · t−m/n,
òî ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé γ2 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t
âûïîëíåíî
ψtΘ > γ2 · t−n/m,
Òåîðåìû 32 è 32 î÷åâèäíûì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíû!
Î äðóãèõ òåîðåìàõ ïåðåíîñà ïîéäåò ðå÷ü â ïóíêòå 8.
Ñîâîêóïíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 28,29 Â.ßðíèêà ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñâòà
òåîðåìû 31, äàííîãî À.ß.Õèí÷èíûì. Õèí÷èí äîêàçûâàåò ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ñèñòåìà Θ ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé, òî îíà åñòü ñèñòåìà ×åáûøåâà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî
ê ñèñòåìå m+ n ëèíåéíûõ îðì îò m+ n+ 1 ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, y1, ..., ym, u âèäà
Lj(x)− yj − ξju, j = 1, ..., n, xj , j = 1, ..., m, u
(çäåñü ξj ñóòü íîâûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû). Çàòåì, ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ
ñîîáðàæåíèé (î íèõ ïîéäåò ðå÷ü â ïóíêòå 6.4) è ñîîáðàæåíèé ïåðåíîñà, îí äîêàçûâàåò îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. ßðíèê æå ñîîáðàæåíèÿ ïåðåíîñà ïðèìåíÿåò â òåîðåìå 28, à êîíñòðóêòèâíîé
òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 29.
Òåïåðü î âòîðîì ñëåäñòâèè. Ñîãëàñíî òåîðååìå Äèðèõëå, óïîìèíàâøåéñÿ â ñàìîì íà÷àëå
íàñòîÿùåé ñòàòüè, åñëè ïîëîæèòü ψ(t) = t−n/m, òî óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (77) èç
òåîðåìû Â.ßðíèêà 29 ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì óñëîâèåì. Òåïåðü â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå, èìåþùååñÿ â êíèãå Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà (òåîðåìà X ãëàâû V èç [22℄):
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Tåîðåìà 33. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ n,m ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
Γm,n, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîé ñòñòåìû Θ íàéäåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü
(α1, ..., αn) òàêàÿ, ÷òî
inf
x∈Zm\{0}
(
max
16j6n
||Lj(x)− αj||
)n(
max
16i6m
|xi|
)m
> Γm,n.
Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåìû 25 , äîêàçàííîé À.ß.Õèí÷èíûì
â [60℄. Ñ íåé ñâÿçàíà èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ, î êîòîðîé ìû ðàññêàæåì â ïóíêòå 6.4.
Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî â çàìå÷àòåëüíîé ðàáîòå Â.ßðíèêà [53℄ èìååòñÿ
åùå íåñêîëüêî òåîðåì, î êîòîðûõ ìû çäåñü íå óïîìÿíóëè (â ÷àñòíîñòè, òàì èìååòñÿ ðåçóëüòàò
ìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà).
6.3 Î äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 29
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 33, èìåþùååñÿ â êíèãå [22℄ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåäåëûâàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 29. Îðèãèíàëüíûå ðàññóææäåíèÿ Â. ßðíèêà íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêè. Ìû ïðèâåäåì
çäåñü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 29, ñëåäóÿ êíèãå [22℄. Ïðèâîäÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà,
ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå ÷èñëà θij ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z
(èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçáîðà íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ).
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèéwν = (u1,ν , ..., un,ν, v1,ν , ..., vm,ν) äëÿ òðàíñïîíèðî-
âàííîé ñèñòåìû
tΘ íàäî "ïðîðÿäèòü" òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wνk
òàêàÿ, ÷òî
max
16i6m
||L∗(uνk)|| = ψtΘ
(
M(uνk+1)
3
√
n
)
, M(uν+1) > 3
√
nM(uν), M(uν) = max
16j6n
|uj,ν+1| (79)
(ñì. ëåììó 4 6 ãëàâû V [22℄ èëè ðàññóæäåíèÿ èç 2, ïóíêò 2 èç [65℄, èëè êîíñòðóêöèþ ëåììû
1 èç [53℄).
2. Íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ âåêòîðîâ. Ïðèâîäèìàÿ íèæå îðìóëèðîâêà âçÿòà èç [22℄ (ëåììà 2 6 ãëàâà V). Îíà
íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåò ëåììó À.ß. Õèí÷èíà (Hilfssatz 3 èç [60℄). Ýòîìó óòâåðæäåíèþ è åãî
ðàçâèòèþ ïîñâÿùåí ïóíêò 13.1 äîáàâëåíèÿ â íàñòîÿùåì îáçîðå.
Ëåììà 2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ uk = (u1,k, ...., un,k) ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåé
íåðàâåíñòâàì
max
16j6n
|uj,k+1| > 3
√
n · max
16j6n
|uj,k|,
íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà α1, ...αn òàêèå, ÷òî
||
∑
16j6n
uj,kαj || > 1
4
k = 1, 2, 3, ....
Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè èç [22℄) ìíîæèòåëÿ√
n ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì sup-íîðìó, à íå åâêëèäîâó íîðìó.
3. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà αj è åñòü òå ñàìûå íåîäíîðîäíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå 29. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ òîæäåñòâî∑
16j6n
ujαj =
∑
16j6n
uj(αj − Lj(x)) +
∑
16j6n
ujLj(x) =
∑
16j6n
uj(αj − Lj(x)) +
∑
16i6m
xiL
∗
i (u),
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ãäå, åñòåñòâåííî,
x = (x1, ..., xm) ∈ Rm u = (u1, ..., un) ∈ Rn.
Â ýòîì òîæäåñòâå (ïðèìåíåííîì äëÿ âåêòîðà uνk , îïðåäåëåííîãî â ï.1 äîêàçàòåëüñòâà, ÷èñåë αj
èç ëåììû 2 è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ Rm) ïåðåõîäèì ê ìîäóëÿì è èñïîëüçóåì ëåììó 2:
1
4
6 n ·M(uνk) · max
16j6n
||Lj(x)− αj ||+m · max
16i6m
|xi| · ψtΘ
(
M(uνk+1)
3
√
n
)
.
Òåïåðü åñëè ïî çàäàííîìó âåêòîðó x âûáðàòü k èç óñëîâèÿ
ψtΘ
(
M(uνk)
3
√
n
)
>
1
8mmax16i6m |xi| > ψ
tΘ
(
M(uνk+1)
3
√
n
)
, (80)
òî ïîëó÷àåòñÿ
max
16j6n
||Lj(x)− αj|| > 1
8nM(uνk)
. (81)
Íî èç óñëîâèÿ òåîðåìû (77) è ñîîòíîøåíèÿ (80) ïîëó÷àåì
ψ
(
M(uνk)
3
√
n
)
> ψtΘ
(
M(uνk)
3
√
n
)
>
1
8mmax16i6m |xi| .
Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ óíêöèè ρ(·), ïîëó÷àåì
ρ(8m max
16i6m
|xi|) > M(uνk)
3
√
n
.
Ïîäñòàíîâêà ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâî (81) äàåò èìåííî (78) ñ t = max16i6m |xi|.
6.4 Î òåîðåìå 33
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ê ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì äèîàíòîâûì ïðèáëèæåíèÿì âíîâü ïðîáóäèëñÿ
èíòåðåñ. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 33 óòî÷íÿëàñü íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Çäåñü ìû èçëîæèì
èñòîðèþ âîïðîñà è èçëîæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà íàèáîëåå ñèëüíîãî íà íàñòîÿùåå âðåìÿ
ðåçóëüòàòà.
Ñëåäóþùóþ òåîðåìó äîêàçàë Ä.Êëåéíáîê [73℄.
Tåîðåìà 34. ×åðåç B îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà (m+1)×n âèäà
(θi,j, ηj), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n;
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
inf
x∈Zm\{0}
(
max
16j6n
||Lj(x)− ηj ||
)n(
max
16i6m
|xi|
)m
> 0.
Òîãäà B åñòü ìíîæåñòâî ïîëíîé õàóñäîðîâîé ðàçìåðíîñòè â Rmn+n.
Äîêàçàòåëüñòâî Ä. Êëåéíáîêà áûëî ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì ñïåöèàëüíûõ ïîòîêîâ íà íåêîòîðûõ
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. ß.Áþæî, Ñ.Õàððàï, Ñ.Êðèñòåíñåí è Ñ.Âåëàíè [14℄ äàëè ïðîñòîå
äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Ä.Êëåéíáîêà. Áîëåå òîãî, îíè ïîëó÷èëè áîëåå ñèëüíóþ òåîðåìó,
êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ è ñîðìóëèðóåì.
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Tåîðåìà 35. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
Θ = {θi,j , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n}
ðàññìîòðèì ìíîæåñòòâî B(Θ), ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ
(η1, ..., ηn)
òàêèõ, ÷òî
inf
x∈Zm\{0}
(
max
16j6n
||Lj(x)− ηj ||
)n(
max
16i6m
|xi|
)m
> 0.
Òîãäà B(Θ) åñòü ìíîæåñòâî ïîëíîé ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà â Rn.
Äëÿ îðìóëèðîâêè è îáñóæäåíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî çíàíèå òåîðèè (α, β)-
èãð Â.Ì.Øìèäòà. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è àêòû èç ýòîé òåîðèè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ
îðìóëèðîâîê òðåõ ïîñëåäóþùèõ òåîðåì è äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâ èç òåêóùåãî ïóíêòà, ìû
èçëîæèëè â ïóíêòå 13.4 äîáàâëåíèÿ.
Ñåé÷àñ ìû îðìóëèðóåì ïðèìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé áûë íåäàâíî ïîëó÷åí Äæ.
Òñåíãîì [137℄.
Tåîðåìà 36. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà θ ìíîæåñòâî B, ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ
÷èñåë η òàêèõ, ÷òî
inf
x∈Z\{0}
|x| · ||θx+ η|| > 0
ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1/8).
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.3 èç ðàáîòû Äæ.Òñåíãà [137℄, Äæ.Òñåíã è Ì. Àéñèåäëåð ïîëó÷èëè
îáîáùåíèå òåîðåìû 36 íà ñëó÷àé ñèñòåì ëèíåéíûõ îðì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (Ïðåïðèíò
[37℄ ïîÿâèëñÿ ñîâñåì íåäàâíî).
Â ðàáîòå [108℄ àâòîð, ìîäèèöèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 33 ïîëó÷èë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Tåîðåìà 37. Ïóñòü α ∈ (0, 1/2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
Θ = {θi,j , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n}
ìíîæåñòâî B(Θ), ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ
(η1, ..., ηn)
òàêèõ, ÷òî
inf
x∈Zm\{0}
(
max
16j6n
||Lj(x)− ηj||
)n(
max
16i6m
|xi|
)m
> 0
ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì ìíîæåñòâîì â Rn.
Ñïðàâåäëèâ áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò:
Tåîðåìà 38. Ïóñòü α ∈ (0, 1/2). Ïóòñü óíêöèÿ ψ(t) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ
ïðè t→ +∞ è ïóñòü ρ(t) åñòü óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê óíêöèè t 7→ 1/ψ(t).
Äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ ðàññìîòðèì óíêöèþ ßðíèêà ψtΘ. Ïóñòü ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî
ψtΘ 6 ψ(t).
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Òîãäà ìíîæåñòâî B(Θ), ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ
(η1, ..., ηn)
òàêèõ, ÷òî
inf
x∈Zm\{0}
(
max
16j6n
||Lj(x)− ηj||
)
· ρ
(
max
16i6m
||xi|
)
> 0
ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì ìíîæåñòâîì â Rn.
Ëåãêî âèäåòü (ò.ê. âñåãäà ψtΘ(t) 6 t
−n/m
), ÷òî ñîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà 37 ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 38.
Íèæå â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîðåìû.
×òîáû ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 38 íàäî âñåãî ëèøü ïåðåîðìóëèðîâàòü ëåììó 2
î ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ èç ïóíêòà 6.4.
Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë tr, r = 1, 2, 3, ... óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ëàêóíàðíîñòè
tr+1
tr
> M, r = 1, 2, 3, ... (82)
äëÿ íåêîòîðîãî M > 1. ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ Zn öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ u(r) =
(u
(r)
1 , ...., u
(r)
n ) ∈ Zn òàêîâà, ÷òî
t2r = (u
(r)
1 )
2 + ....+ (u(r)n )
2. (83)
Òîãäà ìíîæåñòâî
N(Λ) = {η = (η1, ..., ηn) ∈ Rn : ∃ c(η) > 0 òàêîå, ÷òî ||u(r)1 η1 + ...+ u(r)n ηn|| > c(η) ∀r ∈ N}
ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûìè ïðè êàæäîì α ∈ (0, 1/2).
Òî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû38 âñÿêèé íàáîð η ∈ N(Λ) (ïðè íàäëåæàùåì âûáîòå âåêòîðîâ
u(r)) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó B(Θ), ñðàçó ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêèõ àðãóìåòíîâ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 29, êîòîðûå ìû íàïîìíèëè ÷èòàòåëÿì â ïóíêòå . Äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
(òåîðåìû 37) è îáùåãî ñëó÷àÿ (òåîðåìû 38) íå îòëè÷àþòñÿ.
Íèæå ïðèâîäèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.
Êàê îáû÷íî, äëÿ α, β ∈ (0, 1) ïîëàãàåì γ = 1 + αβ − 2α > 0.
àññìîòðèì øàð (â åâêëèäîâîé íîðìå; â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå âñþäó óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
èìåííî åâêëèäîâó íîðìó) B ⊂ Rnñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì ρ. Åãî ãðàíèöó áóäåì îáîçíà÷àòü
S = ∂B. ×åðåç µ îáîçíà÷àåì íîðìàëèçîâàííóþ ìåðó Ëåáåãà íà S (òàê ÷òî
∫
S
dµ = µS = 1).
Ïóñòü x ∈ S. Îïðåäåëèì n−1-ìåðíîå àèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî π(x) ⊂ Rn, êàê ïîäïðîñòðàíñòâî,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó O è îðòîãîíàëüíîå îäíîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç
äâå òî÷êè O è x. Îïðåäåëèì "ïîëóïðîñòðàíñòâî" Π(x) ñ ãðàíèöåé π(x) è òàêîå, ÷òî x ∈ Π(x).
Äëÿ äàííûõ α, β ∈ (0, 1) ðàññìîðòèì ïîëóïðîñòðàíñòâî Πα,β,ρ(x) òàêîå, ÷òî Πα,β,ρ(x) ⊂ Π(x)
è ðàññòîÿíèå îò Πα,β,ρ(x) äî O ðàâíî
γρ
2
. Ïîëîæèì
Ω(x) = S ∩ Πα,β,ρ(x), Ω∗(x) =
⋃
y∈S: Π(y)⊃Ω(x)
{y}.
ßñíî, ÷òî ìåðà µΩ∗(x) íå çàâèñèò îò x ∈ S. Ïîëîæèì
ω = ω(α, β) = µΩ∗(x) ∈ (0, 1). (84)
Ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé óñðåäíåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 4. àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå àèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà π1, ..., πk ðàçìåðíîñòè n−1.
Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ S òàêàÿ, ÷òî
Ω(x) ∩ πj = ∅,
äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå ⌈ωk⌉ øòóê èíäåêñîâ j.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðèíàäëåæèò Â.Ì.Øìèäòó (ëåììà 1B ãëàâû 3 èç êíèãè [133℄).
Ëåììà 5. Ïóñòü t òàêîâî, ÷òî
(αβ)t <
γ
2
.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå âñòåòèëñÿ øàð ÷åðíûõ Bj. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n − 1-ìåðíîå
àèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî π ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà Bj. Òîãäà áåëûå ìîãóò èãðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå øàð Bk+t áóäåò öåëèêîì ñîäåðæàòüñÿ â "ïîëóïðîñòðàíñòâå"
Πα,β,ρj(x), ãðàíèöà êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó π.
Âûáðàâ ïàðàìåòðû
t = t(α, β) =
⌈
log(γ/2)
log(αβ)
⌉
, τk = t ·
⌈
log k
log
(
1
1−ω
)⌉ , (85)
ãäå ω îïðåäåëåíî â (84), ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü øàð Bj ñ ðàäèóñîì ρj âñðåòèëñÿ â èãðå ÷åðíûõ. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð
àèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ πi, 1 6 i 6 k. Òîãäà áåëûå ìîãóò èãðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ∈ Bj+τk ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî êàæäîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ πi, 1 6 i 6 k
áóäåò áîëüøå, ÷åì
ρj+τkγ
2
.
Äàëåå âûáèðàåì ïàðàìåòð k = k(α, β,M) òàêîé, ÷òî
τk × log(1/(αβ))
logM
+ 2 < k. (86)
Íå îãðàíè÷àÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ ëàêóíàðíîñòè
(82) âûïîëíÿåòñÿ
tr+1
tr
6 M2, r = 1, 2, 3, .... Âûáîð ïàðàìåòðîâ (85,86) ïîçâîëÿåò áåëûì âåñòè
èãðó òàêèì îáðàçîì ÷òî çà âðåìÿ èãðû τk óäàâàëîñü áû "óáåãàòü" îò q = rj−1− rj < k ñåìåéñòâ
"îïàñíûõ" ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà
{y = (y1, ..., yn) ∈ Rn : u(r)1 y1 + ... + u(r)n yn = a}, a ∈ Z, rj 6 r < rj+1.
7 Ïðîñòðàíñòâà ðåøåòîê
Çàäà÷è î äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèÿõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ âîïðîñàìè ïîâåäåíèÿ
ñåìåéñòâ (îðáèò) íåêîòîðûõ ðåøåòîê. Íà ýòó òåìó èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû
.À.Ìàðãóëèñà è Ä.Êëåéíáîêà [71℄, [72℄,[73℄,[74℄,[75℄, îáçîð À.îðîäíèêà [48℄ è ëèòåðàòóðó, öèòèðóåìóþ
â ýòèõ ðàáîòàõ). Íèæå ìû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ çàäà÷àõ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ñèíãóëÿðíûì
ìàòðèöàì.
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7.1 Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà Äàâåðïîðòà-Øìèäòà.
Êàê îòìå÷àëîñü â êîíöå ïóíêòà 1.2, ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû Θ îáðàçóþò â nm-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü òàê. àññìîòðèì ìíîæåñòâî
Tµ ⊂ Rmn, ñîñòîÿùåå èç òåõ íàáîðîâ Θ, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà t â êàæäîé îáëàñòè
{x ∈ Rn : max
16j6n
||Lj(x)|| 6 µ
t
, 0 < max
16i6m
|xi| 6 µ · t nm} (87)
èìåòñÿ íåíóëåâàÿ öåëàÿ òî÷êà. (ßñíî, ÷òî Tµ1 ⊂ Tµ2 ïðè µ1 < µ2.) Òîãäà ïåðåñå÷åíèå⋂
µ>0
Tµ
èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.
Çàìå÷àòåëüíîå óñèëåíèå ýòîãî àêòà áûëî ïîëó÷åíî .Äàâåíïîðòîì è Â.Ì.Øìèäòîì â ðàáîòå
[30℄, [31℄.
Tåîðåìà 39. (.Äàâåíïîðò, Â.Ì.Øìèäò [30℄, [31℄)
Äëÿ ëþáîãî µ èç èíòåðâàëà 0 < µ < 1 ìíîæåñòâî Tµ èìååò ìåðó íóëü.
Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìû Äèðèõëå, óïîìèíàâøåéñÿ â ñàìîì íà÷àëå íàøåé ðàáîòû,
ïðè µ = 1 èìååì T1 = R
mn
.
Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â ðàáîòàõ ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé n = 1 (îäíà ëèíåéíàÿ
îðìà) èëè m = 1 (ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ); òåì íå ìåíåå, äîêàçàòåëüñòâà ïðîõîäÿò â îáùåì
ñëó÷àå. Â ñëó÷àå æå êîãäà è m = 1 è n = 1 .Äàâåíïîðò è Â.Ì.Øìèäò óñòàíîâèëè, ÷òî èç
óñëîâèÿ θ ∈ Tµ ñ íåêîòîðûì µ < 1 âûòåêàåò, ÷òî θ ÿâëÿåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìûì ÷èñëîì, òî
åñòü
lim inf
q→∞
q||qθ|| > 0
(â ïîñëåäíåé îðìóëå, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî q ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ), èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ θ â öåïíóþ äðîáü îãðàíè÷åíû. Ôàêòè÷åñêè ýòîò
ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì îðìóëû (46).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 39 â ñëó÷àå n = 1àêòè÷åñêè îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Tåîðåìà 40. (Â.Ì.Øìèäò [129℄)
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Nν, âîçðàñòàþùèõ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Äëÿ íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ = (θ1, ...., θm) ∈ Rm ðàññìîòðèì ðåøåòêó
Λ(Θ, N) = A(Θ, N)Zm+1,
ãäå ìàòðèöà A(Θ, N) èìååò âèä
A(Θ, N) =


N−1 0 0 · · · 0
0 N−1 0 · · · 0
0 0 N−1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
θ1Nm θ2Nm θ3Nm · · · Nm

 .
Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) íàáîðîâ Θ ∈ Rm ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåòîê
Λ(Θ, Nν), ν = 1, 2, 3, ...
âñþäó ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåòîê â Rm+1 ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
44
Ñëó÷àé m = 1, ñâÿçàííûé ñ ðàññìîòðåíèåì ðåøåòîê âèäà
Λ∗(Θ, N) = A∗(Θ, N)Zn+1, A∗(Θ, N) =


N−1 0 0 · · · 0
N
1
n θ1 N
1
n 0 · · · 0
N
1
n θ2 0 N
1
n · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
N
1
n θn 0 0 · · · N 1n

 , Θ =


θ1
θ2
.
.
.
θn

 , (88)
â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [31℄ ïîëó÷àåòñÿ èç ñëó÷àÿ n = 1 ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïåðåíîñà.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè, êàñàþùèåñÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøåòîê
è âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè â íåì. Îòìåòèì, ëèøü ÷òî êëàññè÷åñêèå ðàáîòû Ê. Ìàëåðà [91℄,[92℄ íà
ýòó òåìó èçëîæåíû â ãëàâå V ìîíîãðàèè Äæ.Â. Ñ. Êàññåëñà [23℄. Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü,
÷òî ðÿä ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé îêàçàëñÿ ñâÿçàííûì ñ ðàññìîòðåíèåì
ñïåöàëüíûõ äèíàìè÷åñêè ñèñòåì íà ïðîñòðàíñòâàõ ðåøåòîê è ïîëó÷èë ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Ä.Êëåéíáîêà. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [75℄ ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Äàâåíïîðòà-Øìèäòà, î
êîòîðîé èäåò ðå÷ü â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå.
7.2 Çàäà÷à î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõ.
Ïóñòü äàíà ðåøåòêà Λ ⊂ Rd è âûïóêëîå 0-ñèììåòðè÷íîå òåëî Ω ⊂ Rd. Âåëè÷èíû
µl(Ω,Λ) = inf{t : tΩ ñîäåðæèò l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òî÷åê ðåøåòêè Λ}, 1 6 l 6 d
íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìèíèìóìàìè ðåøåòêè Λ îòíîñèòåëüíî òåëà Ω. Çíàìåíèòàÿ
âòîðàÿ òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå (ñì., íàïðèìåð, ãëàâó VIII èç [23℄ èëè ãëàâó èç
IV [133℄) óòâåðæäàåò, ÷òî
2d
d!
· detΛ 6 µ1(Ω,Λ) · · ·µd(Ω,Λ) ·mesΩ 6 2ddetΛ.
Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è î ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèÿõ, òî
åñòü ñëó÷àåì m = 1. Òåîðåìà Äèðèõëå, î ëèíåéíûõ îðìàõ, óïîìèíàâøàÿñÿ â íà÷àëå íàøåé
ðàáîòû, ìîæåò áûòü ïåðåîðìóëèðîâàíà â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì. àññìîòðèì êóá
E = [−1, 1]n+1 ⊂ Rn+1 è äëÿ íàáîðà Θ ðåøåòêó Λ∗(Θ, N), îïðåäåëåííóþ â (88). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî N > 1 âûïîëíÿåòñÿ
µ1(E,Λ
∗(Θ, N)) 6 1.
Êàê îòìå÷àë Â.Ì.Øìèäò [132℄, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k, 1 6 k 6 n íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Nν , ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàêàÿ, ÷òî
µk(E,Λ
∗(Θ, Nν)) = µk+1(E,Λ∗(Θ, Nν)).
Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî ïîëó÷àåì, ÷òî
1≪ µ1(E,Λ∗(Θ, N)) · µ2(E,Λ∗(Θ, N))≪ 1
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ÷òîáû limN→+∞ µ1(E,Λ∗(Θ, N)) = 0. Íî åñëè n > 1 òî äàæå
äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé ÷èñåë θ1, ..., θn ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
lim
N→+∞
µn−1(E,Λ
∗(Θ, N)) = 0.
(Íàáîð Θ â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò áðàòü èç òåîðåìû 4, ñ íàäëåæàùèì âûáîðîì óíêöèè ψ.)
Àâòîð â [112℄ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îòâåòèâ òåì ñàìûì íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé
Â.Ì.Øìèäòîì [132℄.
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Tåîðåìà 41. Ïóñòü 1 6 k 6 n− 1. Òîãäà íàéäåòñÿ íàáîð Θ = (θ1, ..., θn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
òàêîé, ÷òî
• 1, θ1, ..., θn ëèèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z;
• µk(ξ, N)→ 0 ïðè N → +∞;
• µk+2(ξ, N)→ +∞ ïðè N → +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî. Â ñëó÷àå k = 1
äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà ïðîñòî. Îíî èäåéíî î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.
Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 41 ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè íå
òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Z.
Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà, ÷òî íåäàâíî óñèëåíèå òåîðåìû 41 àíîíñèðîâàë È.×åóíã.
8 Òåîðåìû ïåðåíîñà.
Òåîðåìû ïåðåíîñà  ýòî óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî åñëè ñèñòåìà Θ îáëàäàåò íåêîòîðûìè äèîàíòîâûìè
ñâîéñòâàìè, òî è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñèñòåìà Θ∗ òîæå îáëàäàåò íåêîòîðûìè äèîàíòîâûìè
ñâîéñòâàìè. Ïðîñòåéøàÿ òåîðåìà ïåðåíîñà, êàñàþùàÿñÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì óæå óïîìèíàëàñü
íàìè â ïóíêòå 6.2 (òåîðåìà 31). Óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè îäíîðîäíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû
tΘ è
íåîäíîðîäíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Θ (òàêèå, êàê òåîðåìû 27 - 33) òîæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê òåîðåìû ïåðåíîñà. Òåîðèè ïåðåíîñà ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Ñëåäóþùèé
ñïèñîê íèêîèì îáðàçèì íå ïðåòåíäóþùèé íà ïîëíîòó, òåì íå ìåíåå äàåò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå
î òîì, êàêèå ìàòåìàòèêè è â ñâÿçè ñ êàêèìè âîïðîñàìè çàíèìàëèñü ïåðåíîñîì (áîëåå ïîäðîáíóþ
áèáëèîãðàèþ ìîæíî ïî÷åðïíóòü êàê ðàç èç óïîìèíàåìûõ íèæå ðàáîò).
•Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû À.ß.Õèí÷èíà î äèîàíòîâûõ ýêñïîíåíòàõ äëÿ "îáû÷íûõ" äèîàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé [59℄,[60℄; îáùèé ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé Ô.Äàéñîíîì [36℄; òî÷íîñòü îöåíîê À.ß.Õèí÷èíà,
äîêàçàííàÿ Â.ßðíèêîì [57℄.
• Òåîðåìû ïåðåíîñà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì (ðàáîòû Â.ßðíèêà [51℄, À.Àïåëüáåêà [4℄,
Ì.Ëîðàíà è ß.Áþæî [89℄, [90℄, [19℄,).
• Òåîðåìû ïåðåíîñà äëÿ ïðèáëèæåíèé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ðàáîòû Í.Ì.Êîðîáîâà [84℄,[85℄);
èíòåðåñ ê òàêîãî ðîäà çàäà÷àì ïîÿâèëñÿ â ñâÿçè ñ òåîðèåé ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
• Òåîðìû ïåðåíîñà, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåííèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.
Îíè èìåþòñÿ, íàïðèìåð, ó À.Î.åëüîíäà [45℄, Â.Ì.Øìèäòà è Þ.Âàíà [134℄, Þ.Â. Êàøèðñêîãî
[70℄. Ýòîò ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ðàáîòå Ê.Ë.Çèãåëÿ [124℄.
• Áîëåå òîíêèå ðåçóëüòàòû òèïà ïàðåíîñà, ñâÿçàííûå ñ ïðèáëèæåíèÿìè ðàöèîíàëüíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè (ðàáîòû Â.Ì.Øìèäòà [127℄, Ì.Ëîðàíà [89℄, Ì.Ëîðàíà è ß.Áþæî [19℄).
Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â êíèãàõ Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà [22℄ (ãëàâà V) è Â.Ì.Øìèäòà
[133℄(ãëàâà IV).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ íàèáîåå èíòåðåñóþò òåîðåìû ïåðåíîñà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì, òî
åñòü ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì âåëè÷èí òèïà
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψΘ(t),
ãäå ϕ(t) åñòü íåêîòîðàÿ óíêöèÿ, à ψΘ åñòü óíêöèÿ ßðíèêà (20). Ýòî ðåçóëüòàòû Â.ßðíèêà
è À.Àïåëüáåêà è òåîðåìû, íåäàâíî ïîëó÷åííûå Ì.Ëîðàíîì è ß.Áþæî.
Òåì íå ìåíåå ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðèâåäåì êëàññè÷åñêèå òåîðåìû À.ß.Õèí÷èíà è Ô.Äàéñîíà.
Ïðåæäå ÷åì îðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû α(Θ)  ýòî
ñóïðåìóì òåõ γ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
lim sup
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞
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Çäåñü æå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû β(Θ), êîòîðàÿ åñòü ñóïðåìóì òåõ γ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî
lim inf
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞
(ýòè îïðåäåëåíèÿ óæå èñïîëüçîâàëèñü ó íàñ â ñòàòüå â ïóíêòå 5).
8.1 Òåîðåìû À.ß.Õèí÷èíà è Ô.Äàéñîíà
Òåîðåìó ïåðåíîñà äëÿ ïîêàçàòåëåé β(Θ) äëÿ ñèñòåìû Θ = (θ1, ..., θm) ∈ Rm è òðàíñïîíèðîâàííîé
ñèñòåìû
tΘ À.ß.Õèí÷èí äîêàçàë âñå â òîé æå çíàìåíèòîé ðàáîòå [60℄.
Tåîðåìà 42. Äëÿ íàáîðà Θ = (θ1, ..., θm) ∈ Rm âûïîëíÿåòñÿ
β(Θ)
(m− 1)β(θ) +m 6 β(
tΘ) 6
β(θ)−m+ 1
m
. (89)
åçóëüòàò Ô.Äàéñîíà [36℄ (ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî åñòü ó À.ß.Õèí÷èíà â [66℄) âûãëÿäèò òàê:
Tåîðåìà 43. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíòÿõ ðàçìåðíîñòåé m,n äëÿ ìàòðèöû Θ âûïîëíÿåòñÿ
β(tΘ) >
nβ(Θ) + n− 1
(m− 1)β(Θ) +m. (90)
Åñòåñòâåííî, òåîðåìó 42 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ äâà ðàçà òåîðåìó 43 (äëÿ ìàòðèöû-
ñòðîêè è äëÿ ìàòðèöû-ñòîëáöà).
8.2 åçóëüòàòû Â.ßðíèêà è À.Àïåëüáåêà
àáîòà Â.ßðíèêà [51℄ ïîñâÿùåíà òåîðåìàì ïåðåíîñà, ñâÿçûâàþùèì ñëó÷àè m = 1 è n = 1. Ìû
ïðèâåäåì îáùèé ðåçóëüòàò (òåîðåìû 44, 45; â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [51℄  Satz 7 è Satz 8) è
ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå åãî ñëåäñòâèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîð-ñòðîêó
Θ = (θ1, ..., θm), m > 2
è óíêöèè
ψΘ(t), ψtΘ(t).
Tåîðåìà 44. Ïóñòü ÷èñëà 1, θ1, ..., θm ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z. Ïóñòü K åñòü íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü óíêöèÿ ϕ(t) âîçðàñòàåò, è óíêöèÿ t 7→ t · (ϕ(t))−1
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψtΘ(t) < K.
Òîãäà
(i) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
lim sup
t→+∞
tm−1ϕ(tm) · ψΘ(t) 6 m2mK;
(ii) åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî ϕ(t) > t
m−1
m
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t è
óíêöèÿ ρ(t) åñòü îáðàòíàÿ ê óíêöèè t 7→ t · (ϕ(t))−1, òî âûïîëíåíî
lim sup
t→+∞
tm−2ρ
(
t
2K
)
· ψΘ(t) 6 mm(K + 1);
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Tåîðåìà 45. Ïóñòü ÷èñëà 1, θ1, ..., θm ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z. Ïóñòü K åñòü íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü óíêöèÿ ϕ(t) âîçðàñòàåò ê +∞ ïðè t → +∞. Ïóñòü
ρ(t) åñòü óíêöèÿ îáðàòíàÿ ê óíêöèè t 7→ tϕm−1m (t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψΘ(t) < K.
Òîãäà
(i) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
lim sup
t→+∞
(
t
ρ(tK
m−1
m )
) 1
m−1
· ψtΘ(t) 6 3m2(K + 1);
(ii) êðîìå òîãî, åñëè âûïîëíåíî ϕ(t) > tm(2m−3) è åñëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
t óíêöèÿ t 7→ ϕ(t) · t−2m+3 âîçðàñòàåò, à óíêöèÿ ρ1(t) åñòü îáðàòíàÿ ê íåé, òî
lim sup
t→+∞
(
t
ρ1(tK)
) 1
m−1
· ψtΘ(t) 6 3m2(K + 1).
Îòäåëüíî îáñóäèì ñëó÷àé m = 2. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (18) èìååì
ψtΘ(t)t
1
2 6 1, ψΘ(t)t
2
6 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 44 è óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû
45. Ïîëó÷àåòñÿ
Ñëåäñòâèå 1. (Satz 2 èç [51℄)
(i) Ïóñòü óíêöèÿ ϕ(t) òàêîâà, ÷òî óíêöèÿ t 7→ t−1ϕ(t) âîçðàñòàåò, è ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t âûïîëíÿåòñÿ ϕ(t) > t2. Ïóñòü
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψΘ(t) < K.
Òîãäà äëÿ óíêöèè ρ(t) îáðàíòîé è ϕ(t) èìååì
lim sup
t→+∞
t
ρ(tK)
· ψtΘ(t) < 12(K + 1).
(ii) Ïóñòü óíêöèÿ ϕ(t) òàêîâà, ÷òî óíêöèÿ t 7→ tϕ(t)−1 âîçðàñòàåò, è ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t âûïîëíÿåòñÿ ϕ(t) 6 t
1
2
. Ïóñòü
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψtΘ(t) < K.
Òîãäà äëÿ óíêöèè ρ(t) îáðàòíîé ê óíêöèè t 7→ tϕ(t)−1 èìååì
lim sup
t→+∞
ρ
(
t
2K
)
· ψΘ(t) < 4(K + 1).
Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå íàèáîëåå èçâåñòíî â êà÷åñòâå óòâåðæäåíèÿ î äèîàíòîâûõ ýêñïîíåíòàõ.
Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âëè÷èíû α(Θ) ñëåäñòâèå 1 ïðåâðàùàåòñÿ â
Ñëåäñòâèå 2. (Satz 1 èç [51℄) Ïðè m = 2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
α(Θ) =
1
1− α(tΘ) . (91)
48
Îòìåòèì, ÷òî À.ß.Õèí÷èí â ðàáîòå [66℄ ïðèâîäèò ïðîñòîå è êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà
Â.ßðíèêà (91).
Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå òåîðåì 44,45, êàñàþùååñÿ äèîàíòîâûõ ýêñïîíåíò α(Θ), α(tΘ) â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè m:
Ñëåäñòâèå 3. (Satz 3 èç [51℄)
(i) Âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
α(Θ) > (m− 1) +mα(tΘ), α(tΘ) > 1
m− 1
(
1− m
(m− 1)α(Θ) +m
)
=
α(Θ)
(m− 1)α(Θ) +m ;
(ii) åñëè α(tΘ) > m−1
m
, òî
α(Θ) > m− 2 + 1
1− α(tΘ);
(ii) åñëè α(Θ) > m(2m− 3), òî
α(tΘ) >
1
m− 1
(
1− 1
α(Θ)− 2m+ 4
)
.
Åñòåñòâåííî, ñëåäñòâèå 2 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ â ñëåäñòâèè 3 m = 2.
À.Àïåëüáåê [4℄ îáîáùèë òåîðåìû 44,45 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ m,n:
Tåîðåìà 46. (À.Àïåëüáåê [4℄) Ïóñòü ìàòðèöà Θ íåâûðîæäåíà. Ïóñòü K  ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî è óíêöèÿ ϕ(t) âîçðàñòàåò ê +∞ ïðè t→ +∞. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ
lim sup
t→+∞
ϕ(t)ψΘ(t) < K.
Òîãäà
(i1) ïðè m = 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
lim sup
t→+∞
tn−1ϕ
(
tn
2(n− 1)
)
· ψtΘ(t) 6 2(n+ 1)K;
(i2) ïðè m > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
lim sup
t→+∞

 tn
ρ
(
K
m−1
m+n−1 t
)


1
m−1
· ψtΘ(t) 6 (2(n+m)) 1m−1 ,
ãäå ρ(t) îáîçíà÷àåò óíêöèþ,îáðàòíóþ ê óíêöèè t 7→ (tm(ϕ(t))m−1) 1m+n−1 ;
(ii) åñëè æå ïðè m > 1 èçâåñòíî, ÷òî
ϕ(t) > 2m+n−2Kt
2(m+n−2)2+m−2
n
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t è óíêöèÿ t 7→ t− 2m+n−1n ϕ(t) âîçðàñòàåò, òî âûïîëíåíî
lim sup
t→+∞

 tn
ρ1
(
K
m−1
m+n−2 t
)


1
m−1
· ψΘ(t) 6 3(m+ n),
ãäå ρ1(t) îáîçíà÷àåò óíêöèþ,îáðàòíóþ ê óíêöèè
t 7→
(
t−
(m−2)(2m+n−3)
(m−1)n ϕ(t)
) m−1
m+n−2
.
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ßñíî, ÷òî èç òåîðåìû 46 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå î äèîàíòîâûõ ýêñïîíåíòàõ α(Θ), α(tΘ).
Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà 6 èç [4℄)
(i) Ïðè ïðîèçâîëüíûõ m,n âûïîëíåíî
α(tΘ) >
nα(Θ) + n− 1
(m− 1)α(Θ) +m ;
(ii) åñëè m > 1 è èçâåñòíî,÷òî
α(Θ) >
2(m+ n− 1)(m+ n− 3) +m
n
òî
α(tΘ) >
1
m
(
n +
n(nα(Θ)−m)− 2n(m+ n− 3)
(m− 1)(nα(Θ)−m) +m− (m− 2)(m+ n− 3)
)
À.Àïåëüáåê â ðàáîòå [4℄ äîêàçàë òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå α(Θ) = +∞ íåðàâåíñòâî α(tΘ) > n
m−1
(êîòîðîå äàåò ñëåäñòâèå òåîðåìû 46) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì (òåîðåìà 11 èç [4℄, åå äîêàçàòåëüñòâî
îñíîâûâàåòñÿ íà ïîñòðîåíèè ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö Θ ñïåöèàëüíîãî âèäà).
8.3 Òåîðåìû Ì.Ëîðàíà
Â ðàáîòå [89℄ Ì.Ëîðàí ïîëó÷àåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 47. Äëÿ ýêñïîíåíò äâóìåðíûõ äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.
(i) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ñòðîêè Θ = (θ1, θ2) ∈ R2, òàêîé, ÷òî dimZΘ = 3 äëÿ âåëè÷èí
w = α(Θ), w∗ = α(tΘ), v = β(Θ), v∗ = β(tΘ) (92)
(îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ìû ïðèâîäèëè è â ïóíêòå 5.3, è â ïóíêòå 8.2) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
2 6 w 6 +∞, w = 1
1− w∗ ,
v(w − 1)
v + w
6 v∗ 6
v − w + 1
w
. (93)
(ii) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà èç ÷åòûðåõ ÷èñåë (w,w∗, v, v∗), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿì
(93) íàéäåòñÿ âåêòîð-ñòðîêà Θ = (θ1, θ2) ∈ R2, dimZΘ = 3 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (92).
Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î òåîðåìå 47. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç (93) åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû
Ìèíêîâñêîãî (18); âòîðîå ñîîòíîøåíèå åñòü ðåçóëüòàò Â.ßðíèêà - ñëåäñòâèå 2 òåîðåì 44,45;
òðåòüå ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ Ì.Ëîðàíîì ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ Â.ßðíèêà (91). Ïðèíàäëåæàùèå
Â.ßðíèêó ñëåäñòâèå òåîðåìû 19 èç ïóíêòà 5.1 è ñëåäñòâèå òåîðåìû 21 èç ïóíêòà 5.3 (åñòåñòâåííî,
ïðè m = 1, n = 2 è m = 2, n = 1, ñîîòâåòñòâåííî) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óòâåðæäåíèÿ (i)
òåîðåìû 47. Óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 47, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëåäñòâèÿ òåîðåì
Â.ßðíèêà èç ïóíêòîâ 5.1,5.3 ïðè m = 1, n = 2 è m = 2, n = 1 ñîäåðæàò òî÷íûå (íåóëó÷øàåìûå)
îöåíêè. Áîëåå òîãî èç òåîðåìû 47 âûòåêàåò, ÷òî ïàðû âåëè÷èí (α(Θ), β(Θ)) è (α(tΘ), β(tΘ))
ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå äîïóñòèìûå (òî åñòü, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ íåðàâåíñòâàìè (93)), çíà÷åíèÿ.
Îáîáùåíèå òðåòüåãî íåðàâåíñòâà èç (93) íà ñëó÷àé îäíîé ëèíåéíîé îðìû îò m ïåðåìåííûõ
èìååòñÿ â ðàáîòå Ì.Ëîðàíà [90℄. Îíî âûãëÿäòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Tåîðåìà 48. Äëÿ âåêòîð-ñòðîêè Θ = (θ1, ..., θm), m > 2 ñ óñëîâèåì dimZθ = m+ 1 âûïîëíåíî
(α(Θ)− 1)β(Θ)
((m− 2)α(Θ) + 1)β(Θ) + (m− 1)α(Θ) 6 β(
tΘ) 6
(1− α(tΘ))β(Θ)−m+ 2− α(tΘ)
m− 1 (94)
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Â ñâåòå ðàâåíñòâà Â.ßðíèêà (91) ïðèm = 2 ñîîòíîøåíèå (94) ñîâïàäàþò ñ òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì
èç (93).
Èç (18), î÷åâèäíî, èìååì
α(Θ) > m, α(tΘ) >
1
m
. (95)
Â ñëó÷àå, êîãäà â îáåèõ íåðàâåíñòâàõ (95) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, íåðàâåíñòâî Ì.Ëîðàíà (94)
ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì À.ß.Õèí÷èíà (90). Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâà â (95) ñòðîãèå,
òî íåðàâåíñòâî Ì.Ëîðàíà (94) áóäåò ñèëüíåå, ÷åì íåðàâåíñòâî À.ß.Õèí÷èíà (90). Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà 48 óòâåðæäàåò, ÷òî òåîðåìà 42 ìîæåò áûòü óñèëåíà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ íàáîðîâ Θ.
Àâòîðó íåèçâåñòíî, èìååòñÿ ëè àíàëîãè÷íîå óñèëåíèå òåîðåìû Ô.Äàéñîíà (èìååòñÿ â âèäó
òåîðåìà 43), ñâÿçàííîå ñ ðàññìîòðåíèåì ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö Θ . ßñíî, ÷òî òàêîãî ðîäà
ðåçóëüòàò äîëæåí èìåòü ìåñòî.
Óòî÷íåíèå ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ Ì.Ëîðàíà èìåþòñÿ ó ß.Áþæî è Ì.Ëîðàíà [19℄.
9 Î ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì
Î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ è îöåíêàõ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâ ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö èçâåñòíî
íå òàê ìíîãî. Íèæå ìû ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Îòìåòèì, ÷òî ðÿä çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ îòûñêàíèåì ðàçìåðíîñòåé Õàóñäîðà ïîñòàâëåí ß.Áþæî è Ì.Ëîðàíîì [16℄. Íàñêîëüêî èçâåñòíî
àâòîðó, â îñíîâíîì, èññëåäîâàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé n = 1, ïðè÷åì ïîëó÷åíû òîëüêî îöåíêè ðàçìåðíîñòè
Õàóñäîðà. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà È.×åóíãà, â êîòîðîé ïîëó÷åí ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 49. (È.×åóíã [25℄) Õàóñäîðîâà ðàçìåðíîñòü ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
Õèí÷èíà ïðè n = 2, m = 1) âèäà
(
θ1
θ2
)
ðàâíà 4/3.
Ïî ïðè÷èíå ïåðåíîñà âèäèì, ÷òî â òåîðåìå 49 ìîæíî ãîâîðèòü î õàóñäîðîâîé ðàçìåðíîñòè
ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì (θ1, θ2), n = 1, m = 2.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà Em(α) ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ Θ = (θ
1, ..., θm) (òî
åñòü ñëó÷àé ïðîèçâîëíîãî m > 2 è n = 1), îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Em(α) = {Θ ∈ Rm : lim
t→+∞
tαψΘ(t) = 0}.
Ñîðìóëèðóåì íàèáîëåå òî÷íûå èçâåñòíûå àâòîðó îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó õàóñäîðîâîé
ðàçìåðíîñòè.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò .Ê.Áåéêåðó [6℄; îí óëó÷øàåò ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
.Ê.Áåéêåðà [5℄, Ê.Þ.ßâèäà [141℄ (îí ïåðâûé ïðèâåë êîíòðïðèìåð ê ïðåäïîëîæåíèþ .Ê.Áåéêåðà
î òîì, ÷òî õàóñäîðîâà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà,
ñîðìóëèðîâàííîìó â [5℄, îäíàêî çàòåì ðåçóëüòàò Ê.Þ.ßâèäà áûë êîëè÷åñòâåíî óëó÷øåí Á.èííîì)
è Á.èííà [122℄.
Tåîðåìà 50. (.Ê.Áåéêåð [6℄) Ïðè m > 3 è α > m äëÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâà
Em(α) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ñíèçó
HDEm(α) > n− 2 + n/α.
Îöåíêó ñâåðõó ïîëó÷èë Á.èíí [123℄, óëó÷øèâ ðåçóëüòàò .Ê.Áåéêåðà èç [5℄:
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Tåîðåìà 51. (Á.èíí [123℄) Ïðè m > 3 è α > m äëÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâà
Em(α) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ñâåðõó
HDEm(α) 6 n− 2 + (2n+ 2)/(α+ 1).
Â ñëó÷àå m = 2 îáå íàèëó÷øèå îöåíêè (âåðõíÿÿ èìååòñÿ â [6℄, íèæíÿÿ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà
ðàáîòû [5℄) íåêîòîðîå âðåìÿ ïðèíàäëåæàëè .Ê.Áåéêåðó:
Tåîðåìà 52. (.Ê.Áåéêåð [5℄,[6℄) Äëÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâà E2(α) âûïîëíÿþòñÿ
îöåííêè
2
α
6 HDE2(α) 6
6
α + 1
.
Íèæíÿÿ îöåíêà òåîðåìû 52, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé èçâåñòíîé äî ñèõ ïîð.
Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî Â.ßðíèêà (91), íåðàâåíñòâî (58) èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 19 (òîæå ïðèíàäëåæàùåå
Â.ßðíèêó) è ÷àñòíûé ñëó÷àé (n = 2, m = 1) óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåãîñÿ â ðàáîòå Ì.Ì.Äîäñîíà
[32℄ (òåîðåìà 53 íèæå), ß.Áþæî è Ì.Ëîðàí â ðàáîòå [16℄ âûâîäÿò íåðàâåíñòâî
HDE2(α) 6
3α
α2 − α + 1 ,
áîëåå ñèëüíîå, ÷åì âåðõíÿÿ îöåíêà èç òåîðåìû 52. Òî÷íåå, â [16℄ äîêàçàíî, ÷òî
HD {Θ ∈ Rm, α(Θ) > α} 6 3α
α2 − α + 1 .
Ïðèâåäåì îáùóþ îðìóëèðîâêó èñïîëüçîâàííîãî ðåçóëüòàòà èç [32℄. Íàïîìíèì, ÷òî ïîêàçàòåëü
β(Θ) îáîçíà÷àåò ñóïðåìóìû òåõ γ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
lim inf
t→+∞
tγψΘ(t) < +∞.
Tåîðåìà 53. Ïðè êàæäîì τ > m/n ìíîæåñòâî
Wm,n(τ) = {Θ : β(Θ) > τ}
èìååò ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðà
HDWm,n(τ) = (m− 1)n+ m+ n
τ + 1
.
Ïðèâåäåì åùå äâà ïðîñòûõ ñëåäñòâèÿ èç ñîðìóëèðîâàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ. Èç òåîðåì
50,51 äëÿ ìíîæåñòâà
Em(∞) =
⋂
α>m
Em(α)
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
Ñëåäñâòèå 1. Äëÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà ìíîæåñòâà Em(∞) âûïîëíåíî
HDEm(∞) = n− 2.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç òåîðåìû 50 ïîëó÷àåòñÿ
Ñëåäñòâèå 2. àçìåðíîñòü Õàóñäîðà ìíîæåñòâà âñåõ ñèíãóëÿðíûõ (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
À.ß.Õèí÷èíà) ïðè n = 1 è ïðîèçâîëüíîì m > 2 îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé m− 1.
Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ïóíêòà õî÷åòñÿ ñîñëàòüñÿ íà êíèãè Â.È.Áåðíèêà èÞ.Â.Ìåëüíè÷óêà
[8℄ è Â.È.Áåðíèêà è Ì.Ì.Äîäñîíà [9℄, ïîñâÿùåííûå äèîàíòîâûì ïðèáëèæåíèÿì è ðàçìåðíîñòè
Õàóñäîðà.
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10 Ïðèáëèæåíèÿ ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè
10.1 Äâóìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ
Ïîëîæèì τ = 1+
√
5
2
. Â ðàáîòå [130℄ Â.Ì.Øìèäò ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 54. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà θ1, θ2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä
Z. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ äâóìåðíûõ âåêòîðîâ (x1(i), x2(i)) òàêèõ, ÷òî
1. x1(i), x2(i) > 0;
2. ||θ1x1(i) + θ2x2(i)|| · (max{x1(i), x2(i)})τ → 0 ïðè i→ +∞.
Èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà (ñì. [130, 132℄) î òîì, ÷òî ïîêàçàòåëü τ â òåîðåìå 54 ìîæåò áûòü çàìåíåí
íà 2 − ε ñ ïðîèçâîëüíûì ñêîëü óãîäíî ìàëûì ε, äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà. Òåì íå ìåíåå,
ðÿä ìàòåìàòèêîâ ïîëó÷èëè îáîáùåíèÿ è óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Â.Ì.Øìèäòà (ñì., íàïðèìåð,
[135℄, [136℄, [15℄). Äîêàçàòåëüñòâî Â.Ì.Øìèäòà èñïîëüçîâàëî óòâåðæäåíèå î íåçàâèñèìîñòè
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ëèíåéíîé îðìû (òåîðåìà 7, m = 2, n = 1) è àêòè÷åñêè áûëî
ñâÿçàíî ñ ðàçáîðîì äâóõ ñëó÷àåâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàñêîëüêî ñèíãóëÿðíûì
ÿâëÿåòñÿ íàáîð θ1, θ2 (n = 1, m = 2). (Ôàêòè÷åñêè, íàäî ðàçáèðàòü äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé,
êîãäà äëÿ âñåõ ν òàêèõ, ÷òî íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ zν−1.zν , zν+1 íåçàâèñèìû, âûïîëíåíî
ζν 6 M
1
τ
ν ·M−
τ
τ−1
ν+1 .
Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ν âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.)
Â [114℄ áûë ðàçîáðàí ñëó÷àé ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ÷èñåë θ1, θ2. Ñîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò èç
[114℄. Äëÿ âåùåñòâåííîãî γ > 2 ðàññìîòðèì óíêöèþ
g(γ) = τ +
2τ − 2
τ 2γ − 2 .
Ñðàçó âèäíî, ÷òî g(γ) ñòðîãî óáûâàåò è ÷òî
g(2) = 2, lim
γ→+∞
g(γ) = τ.
Òàêæå äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî Γ îïðåäåëèì âåëè÷èíó
C(Γ) = 218Γ
τ−τ2
τ2γ−2 .
Tåîðåìà 55. Ïóñòü íàáîð âåùåñòâåíííûõ ÷èñåë θ1, θ2 ÿâëÿåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìûì â
ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ Γ ∈ (0, 1) è γ > 2 íåðàâåíñòâî
||θ1m1 + θ2m2|| > Γ
(max{|m1|, |m2|})γ (96)
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ öåëûõ âåêòîðîâ (m1, m2) ∈ Z2 \ {(0, 0)}. Òîãäà íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ äâóìåðíûõ âåêòîðîâ (x1(i), x2(i)) òàêàÿ, ÷òî
1. x1(i), x2(i) > 0;
2. ||θ1x1(i) + θ2x2(i)|| · (max{x1(i), x2(i)})g(γ) 6 C(Γ) äëÿ âñåõ i.
Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû. Îíî ðàçâèâàåò îðèãèíàëüíû
èäåè Â.Ì.Øìèäòà è èçëîæåíî â [114℄ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî.
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10.2 Î ëèíåéíûõ îðìàõ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ k > 2
Â ñëó÷àå k > 3 ëèíåéíàÿ îðìà îò k ïåðåìåííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ïðèíèìàòü ìàëûå
çíà÷åíèÿ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ xj . Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò Â.Ì.Øìèäòà èç [130℄:
Tåîðåìà 56. Íàéäåòñÿ íàáîð ÷èñåë Θ = (θ1, ..., θk), k > 3 òàêîé, ÷òî
• dimZΘ = k + 1;
• äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå c(ε) òàêîå, ÷òî
||θ1x1 + ... + θkxk|| > c(ε)
(
max
16i6k
|xi|
)−2−ε
äëÿ âñåõ öåëûõ x1, ..., xk ñ óñëîâèåì xi > 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 56 èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò .Äàâåíïîðòà è Â.Ì.Øìèäòà [29℄ î
ñóùåñòâîâàíèè ÷èñåë ñ àíîìàëüíûìè ñîâìåñòíûìè ïðèáëèæåíèÿìè:
Tåîðåìà 57. Ïóñòü n > 2 è ψ(t) åñòü ïîëîæèòåëüíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà
t. Òîãäà íàéäåòñÿ íàáîð ÷èñåë Θ = (θ1, ..., θn) òàêîé, ÷òî
• dimZΘ = n+ 1;
• äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå q 6 t òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâà
||qθj|| 6 ψ(t) (97)
âûïîëíåíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñà j, 1 6 j 6 n, çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì îäíîãî çíà÷åíèÿ
j0 = j0(t).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè n > 2 è ψ(t) = O(t−1), t → +∞ îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (97)
äëÿ âñåõ j èç ïðîìåæóòêà 1 6 j 6 n íåëüçÿ, - ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òåîðåìå 17.
Ñëåäóÿ Â.Ì.Øìèäòó [130℄, ïîêàæåì, ÷òî èç òåîðåìû 57 ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ñîáðàæåíèé
ïåðåíîñà âûòåêàåò òåîðåìà 56. Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü n = k − 1 è ψ(t) = e−t. Äëÿ ÷èñåë
θ1, ..., θk−1, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 57, íàéäåì òàêîå ÷èñëî θk, äëÿ
êîòîðîãî ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c1(ε) âûïîëíåíî
||θiu+ θkv|| > c1(ε)(|u|+ |v|)−2−ε, 1 6 i 6 k − 1
äëÿ âñåõ öåëûõ u, v ñ óñëîâèåì v > 0. (Ñòàíäàðíûå àðãóìåòíû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì
ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè, ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷èñåë
θk. Ìû ïðîâîäèëè ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ â ïóíêòàõ 2.2,2.3 íàñòîÿùåé ñòàòüè.)
Òåïåðü äëÿ öåëîé òî÷êè (x1, ..., xk) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì M = max16i6k |xi|
ïîëàãàåì t = (logM)2 è âûáèðàåì q èç èíòåðâàëà 1 6 q 6 t, óäîâëåòâîðÿþùèì çàêëþ÷åíèþ
òåîðåìû 57. Íå îãðàíè÷àÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî j0(t) = 1. Çíà÷èò, åñëè xk > 0, òî
||θ1x1 + · · ·+ θkxk|| > q−1||θ1qx1 + · · ·+ θkqxk|| >
> q−1(||θ1qx1 + θkqxk|| −M(||θ2q||+ · · ·+ ||θk−1q||)) >
> q−1(c1(ε/3)(qM)
−2−(ε/3) − kMe−t) > M−2−ε,
è òåîðåìà 56 äîêàçàíà.
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11 Çàäà÷à Â.Â. Êîçëîâà
àññìîòðèì íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ = (θ1, ..., θm), ëèíåéíî íåçâèñèìûõ íàä Z è âåùåñòâåííî-
çíà÷íóþ óíêöèþ f(x1, ..., xm), ïåðèîäè÷íóþ ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ xi ñ ïåðèîäîì 1, î
êîòîðîé ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (íàïðèìåð, íåïðåðûâíàÿ). Âñþäó
íèæå â ýòîì ïóíêòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íóëåâîãî ñðåäíåãî∫ 1
0
· · ·
∫ 1
0
f(x1, ..., xm)dx1 . . . dxm = 0. (98)
Ñîãëàñíî çíàìåíèòîé òåîðåìå .Âåéëÿ [140℄ äëÿ íåïðåðûâíîé óíêöèè f äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé
àçû y = (y1, ..., ym) ∈ Rm âûïîëíåíî
I(T,y) = I [f,Θ](T,y) =
∫ T
0
f(θ1t+ y1, ..., θ
mt+ ym)dt = o(T ), T → +∞.
Â.Â.Êîçëîâ ïîñòàâèë çàäà÷ó îá îñöèëëÿöèè è âîçâðàùàåìîñòè èíòåãðàëà I(T,y).
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë I(T,y) îñöèëëèðóåò (ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé àçå y),
åñëè ìíîæåñòâà ìîìåíòîâ âðåìåíè
T+ = {T ∈ R+| I(T,y) > 0}, T− = {T ∈ R+| I(T,y) < 0}
îáà ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ñâåðõó.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë I(T,y) âîçâðàùàåòñÿ (ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé àçå y),
åñëè
lim inf
T→+∞
|I(T,y)| = 0.
Ó îïèñàííîé âûøå íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èìååòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã.
àññìîòðèì íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ = (θ1, ..., θm), ëèíåéíî íåçâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé
íàä Z è (äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ) âåùåñòâåííîçíà÷íóþ óíêöèþ F (x1, ..., xm), ïåðèîäè÷íóþ ïî
êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ xi ñ ïåðèîäîì 1, è èìåþùóþ íóëåâîå ñðåäíåå:∫ 1
0
· · ·
∫ 1
0
F (x1, ..., xm)dx1 . . . dxm = 0. (99)
Óïîìÿíóòàÿ âûøå òåîðåìà .Âåéëÿ î ðàâåíñòâå ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî ñðåäíèõ â ýòîì
ñëó÷àå óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé àçû y = (y1, ..., ym) ∈ Rm âûïîëíåíî
S(Q,y) = S [F,Θ](Q,y) =
Q∑
s=1
F (θ1s+ y1, ..., θ
ms+ ym)dt = o(Q), Q→ +∞.
Îñöèëëÿöèÿ è âîçâðàùàåìîñòü ñóììû S(Q,y) ïðèQ→ +∞ îïðåäåëÿåòñÿ, åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íî
îñöèëëÿöèè è âîçâðàùàåìîñòè èíòåãðàëà I(T,y).
Åñëè äëÿ óíêöèè m ïåðåìåííûõ f(x1, ..., xm) ðàññìîòðåòü óíêöèþ Fz(y1, ..., ym−1) îò m−
1 ïåðåìåííûõ y1, ..., ym−1 (ïåðåìåííàÿ z òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð), îïðåäåëÿåìó
ñîîòíîøåíèåì
Fz(y1, ..., ym−1) =
∫ θ−1m
0
f(θ1t+ y1, ..., θ
m−1k + ym−1, θmt+ z)dt
è íîâûé íàáîð ÷àñòîò Θ∗ = (θ1/θm, ..., θm−1/θm) (ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z), òî èç âîçâðàùàåìîñòè (èëè îñöèëëÿöèè) ñóììû S [Fz,θ](Q,y) ïðè
ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà z è ïðè íåêîòîðîé íà÷àëüíîé àçå y = (y1, ..., ym1) áóäåò
ñëåäîâàòü âîçâðàùàåìîñòè (èëè îñöèëëÿöèÿ) èíòåãðàëà I(T,x) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîé
àçå x. Çàìåòèì çäåñü, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì.
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11.1 Ëåììà Ïåðåñà è òåîðåìà Õàëàñà
Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì äâà îáùèõ óòâåðæäåíèÿ èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè è îáñóäèì, êàêèå
ñëåäñòâèÿ îíè äàþò â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòòðàíñòâà
(Ω,A, µ) ñ çàäàííûì ýðãîäè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì T ìíîæåñòâà Ω â ñåáÿ (îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ
ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè ñì. [83℄). Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðìà Áèðêãîà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
èíòåãðèðóåìîé óíêöèè g èç Ω â R äëÿ ïî÷òè êàæäîãî x ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ
1
Q
Q∑
s=1
g(T sx)→
∫
Ω
gdµ, Q→ +∞.
• Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ëåììà Þ.Ïåðåñà.
Ëåììà 6. (Þ.Ïåðåñ [116℄) Ïóñòü Ω êîìïàêòíî, à ïðåîáðàçîâàíèå T íåïðåðûâíî. Òîãäà äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíîé óíêöèè g èç Ω â R íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî
1
Q
Q∑
s=1
g(T sx) >
∫
Ω
gdµ.
Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å ëåììà 6 âëå÷åò
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà Θ, ñîñòîÿùåãî èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå
ñ åäèíèöåé íàä Z ÷àñòîò è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé óíêöèè F (x1, ..., xm) ïåðèîäè÷íîé ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó ñ ïåðèîäîì 1 è èìåþùåé íóëåâîå ñðåäíåå íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ [0, 1)m
òàêàÿ, ÷òî
S [F,Θ](Q,y) > 0 ∀Q ∈ N.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ èíòåãðàëà I [f,Θ](T,y) èìååòñÿ ó Ï.Áîëÿ [10℄. Â íåñêîëüêî
áîëåå ñèëüíîì âèäå îíî èìååòñÿ ó Â.Â.Êîçëîâà [77℄,[78℄:
Tåîðåìà 58. (Â.Â.Êîçëîâ [77℄,[78℄)
(i) Ïóñòü ÷àñòîòû θ1, ..., θm ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z è ïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ f íåïðåðûâíà
è èìååò íóëåâîå ñðåäíåå. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ [0, 1)m òàêàÿ, ÷òî
I [f,Θ](T,y) > 0, ∀T ∈ R,
è, êðîìå òîãî, f(y) = 0.
(ii) Åñëè ÷àñòîòû θ1, ..., θm ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Z, òî ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå
ðàçëè÷íûå òî÷êè y1,y2 ∈ [0, 1)m, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå ïóíêòà (i).
• Ñîðìóëèðóåì îäíó èç òåîðåì èç ðàáîòû .Õàëàñà [49℄, êàñàþùåéñÿ ïîâåäåíèÿ ñóìì
Áèðêãîà äëÿ èíòåðãèðóåìîé íà Ω óíêöèè g.
Tåîðåìà 59. (.Õàëàñ [49℄) Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé g ðàçíîñòü
Q∑
s=1
g(T sx)−Q
∫
Ω
gdµ (100)
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê (â ñëàáîì ñìûñëå) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω
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Òî, ÷òî âåëè÷èíà ìåíÿåò çíàê â ñëàáîì ñìûñëå, â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ÷òî, êîãäà âåëè÷èíà
îáðàùàåòñÿ â íîëü, ìû ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü åå ïîìåíÿâøåé çíàê, òî åñòü òåîðåìà 59 óòâåðæäàåò,
÷òî âåëè÷èíà (100) íå ìîæåò, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà, áûòü âñåãäà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé
èëè ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé.
Ñëåäñòâèå.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà Θ, ñîñòîÿùåãî èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ
åäèíèöåé íàä Z ÷àñòîò è äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé óíêöèè F (x1, ..., xm) ïåðèîäè÷íîé
ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ñ ïåðèîäîì 1 è èìåþùåé íóëåâîå ñðåäíåå âåëè÷èíà S [F,Θ](Q,y) áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê (â ñëàáîì ñìûñëå) äëÿ ïî÷òè âñåç çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ àç y.
11.2 Èíäèâèäóàëüíàÿ âîçâðàùàåìîñòü
Â ñëó÷àå m = 2 âîçâðàùàåìîñòü èíòåãðàëà I [f,Θ](T,y) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé óíêöèè f(x1, x2) ∈
C2([0, 1]2) ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ÷àñòîò Θ = (θ1, θ2). θ1/θ2 6∈ Q è äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ àç (y1, y2) áûëà äîêàçàíà ñàìèì Â.Â. Êîçëîâûì â [77℄,[78℄. Â ýòèõ
æå ðàáîòàõ Â.Â.Êîçëîâ çàìåòèë, ÷òî ïðè m = 2 èìååò ìåñòî áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå î
âîçâðàùàåìîñòè èíòåãðàëà I(T,y), à èìåííî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë Tν òàêàÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî
max
16i62
||θiTν || → 0, I(Tν ,y)→ 0, ν → +∞. (101)
Äàëåå Â.Â.Êîçëîâ çàìåòèë, ÷òî èç óñëîâèÿ f(y1, y2) 6= 0 ñ ïîìîùüþ óæå äîêàçàííîé "ñèëüíîé
âîçâðàùàåìîñòè" (101) ñëåäóåò îñöèëëÿöèÿ èíòåãðàëà I(T,y) ïðè ðàññìîòðåííîì çíà÷åíèè
íà÷àëüíîé àçû y = (y1, y2).
Ýòè ðåçóëüòàòû Â.Â.Êîçëîâà áûëè óñèëåíû Å.À.Ñèäîðîâûì [125℄, î ÷åì ìû ïîäðîáíî ïîãîâîðèì
â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòèm ðåçóëüòàòû îá îñöèëëÿöèè
è âîçâðàùàåìîñòü áûëè ïîëó÷åíû Ñ.Â. Êîíÿãèíûì (â ñëó÷àå íå÷åòíîé óíêöèè f (ñì. [76℄))
è Í.. Ìîùåâèòèíûì â îáùåì ñëó÷àå (ñì. [99℄,[102℄). Íèæå ìû ïðèâåäåì îðìóëèðîâêè ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ è äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè.
Ñíà÷àëà ìû ñîðìóëèðóåì äâå òåîðåìû, äîêàçàííûå Í..Ìîùåâèòèíûì [99℄,[102℄.
Tåîðåìà 60. Ïðåäïîëîæèì ÷òî m > 2, ÷òî óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Cw([0, 1]m), ãäå
w = w(m) = [exp(20m logm)] (102)
è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íóëåâîãî ñðåäíåãî (98). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷àñòîò Θ = (θ1, ..., θm),
ëèíåéíî íåçâèñèìûõ íàä Z ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé àçå y èíòåãðàë I(T,y) âîçâðàùàåòñÿ.
Tåîðåìà 61. Åñëè â óñëîâèÿ òåîðåìû 60 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òî äëÿ íà÷àëüíîé
àçû y = (y1, ..., ym) âûïîëíÿåòñÿ
f(y1, ..., ym) 6= 0,
òî èíòåãðàë I(T,y) îñöèëëèðóåò.
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 60 ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ àâòîðà [99℄,[102℄. Îäíàêî òàì îíà
ñîðìóëèðîâàíà ñ õóäøèì çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ãëàäêîñòè w(m). Òåì íå ìåíåå, äîêàçàòåëüñòâî
èç [99℄,[102℄ äîñëîâíî ïðîõîäèò äëÿ ïîêàçàòåëÿ (102). Ê ñîæàëåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûêëàäêà
ïðîâåäåíà òîëüêî â äèññåðòàöèè àâòîðà [103℄. Òåì íå ìåíå, îíà ëåãêî âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
Òåîðåìà 61, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 60, íî åå äîêàçàòåëüñòâî
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 60. Òî÷íîå ðàññóæäåíèå òîæå ïðèâåäåíî â
äèññåðòàöèè àâòîðà [103℄.
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Èç òåîðåìû 60 î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü óíêöèÿ F (x1, ..., xm) ïðèíàäëåæèò êëàññó C
w(m)([0, 1]m) è èìååò íóëåâîå
ñðåäíåå (99). Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷àñòîò Θ = (θ1, ..., θm), ëèíåéíî íåçâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé
íàä Z è äëÿ âñÿêîé íà÷àëüíîé àçû x âûïîëíåíî
lim inf
Q→+∞
|S(Q,x)| < +∞.
Âèäèì, ÷òî ñëåäñòâèå íå îáåñïå÷èâàåò âîçâðàùàåìîñòè ñóììû S(Q,y). Ïî-âèäèìîìó, âîïðîñ
î âîçâðàùàåìîñòèè ñóììû S(Q,y) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 60,61 ñâÿçàíû è èññëåäîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèé
íàèëó÷øèõ äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ëèíåéíîé îðìû (ñëó÷àé n = 1) è ñ òîíêèì àíàëèçîì
îñöèëëÿöèè ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèè óíêöèè f â êðàòíûé ðÿä Ôóðüå.
Ñîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò Ñ.Â.Êîíÿãèíà èç [76℄.
Tåîðåìà 62. Ïðåäïîëîæèì ÷òî m > 3, ÷òî óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Cw1([0, 1]m), ãäå
w1 = w1(m) = 3m · 2m−1 (103)
è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íóëåâîãî ñðåäíåãî (98). Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ
x âûïîëíåíî
f(−x1, ...,−xm) = −f(x1, ..., xm). (104)
Òîãäà èíòåãðàë I(T, 0) âîçâðàùàåòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî w1(m) < w(m), è, ñëåäîâàòåëüíî, â òåîðåìå Ñ.Â.Êîíÿãèíà î íå÷åòíîé óíêöèè
óñëîâèå íà ãëàäêîñòü f ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì â òåîðåìå 60.
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 62 ìîæåò áûòü îáîáùåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ðàññìîòðåòü íå
îäíó óíêöèþ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ òåîðåìû 62 à êîíå÷íûé íàáîð óíêöèé f1, ..., fr,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 62, òî áóäåò âûïîëíåíî
lim inf
T→+∞
∑
16j6r
|I [fj,Θ](T, 0)| = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî èç [76℄ îáîáùàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î òîì,
êàêîé ãëàäêîñòè óíêöèè f íåäîñòàòî÷íî äëÿ âîçâðàùàåìîñòè. Í..Ìîùåâèòèí (ñì. [95℄),
îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ Ä.Â.Òðåùåâà, îáîáùèë ïðèìåð À.Ïóàíêàðå [119℄,[120℄ è äîêàçàë ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Tåîðåìà 63. Ïóñòü íàáîð ÷àñòîò Θ = (θ1, ..., θm) ÿâëÿåòñÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìûì, òî åñòü ñ
íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé Γ = Γ(Θ) äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ öåëûõ âåêòîðîâ k = (k1, ..., km) ∈ Zm
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|k1θ1 + · · ·+ kmθm| > Γ ·
(
max
16i6m
|ki|
)1−m
.
Òîãäà íàéäåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé óíêöèÿ f [Θ](x1, ..., xm) ñ íóëåâûì
ñðåäíèì êëàññà Cm−2([0, 1]m) \ Cm−1([0, 1]m) òàêàÿ, ÷òî
lim
T→+∞
I [f
[Θ],Θ](T, 0) = +∞.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîõî ïðèáëèæàåìîãî íàáîðà óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Z
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Ñ äðóãîé ñòîðíû, ïîñòðîèâ íåêîòîðûé ñèíãóëÿðíûé íàáîð ÷àñòîò Θ, Ñ.Â.Êîíÿãèí â [76℄
ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 64. Ïðè m > 4 ïîëîæèì
w3 = w3(m) =
[
2m−1(m− 2)m−2
(m− 1)m−1
]
− 1.
Òîãäà íàéäåòñÿ óíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ f ∈ Cw3([0, 1]m) è íàáîð ÷àñòîò Θ = (θ1, ..., θm),
ñîñòîÿùèé èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Z ÷èñåë, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî (104) è ÷òî
lim
T→+∞
I [f
[Θ],Θ](T, 0) = +∞.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè m > 9 òåîðåìà 64 äàåò ïðèìåð áîëåå ãëàäêîé óíêöèè f (÷åì òåîðåìà
63), äëÿ êîòîðîé íåò âîçâðàùàåìîñòè èíòåãðàëà I [f
[Θ],Θ](T, 0).
Îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò îá îòñóòñòâèè îäíîâðåìåííîé âîçâðàùàåìîñòè â îáùåì ñëó÷àå
èìååòñÿ ó Í.. Ìîùåâèòèíà â [99℄. Îí òîæå ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿðíûõ íàáîðîâ Θ.
Ïðèâåäåì åãî îðìóëèðîâêó.
Tåîðåìà 65. Ïóñòü Φ(t) - ñêîëü óãîäíî áûñòðî óáûâàþùàÿ ê íóëþ óíêöèÿ. Òîãäà íàéäóòñÿ
äâå âåùåñòâåííîçíà÷íûå óíêöèè
fj(x1, x2, x3) =
∑
(k1,k2,k3)∈Z3\{0}
fj;k1,k2,k3 exp(2πi(k1x1 + k2x2 + k3x3)), j = 1, 2,
òàêèå, ÷òî èõ êîýèöèåíòû Ôóðüå äîïóñêàþò îöåíêó
|fj;k1,k2,k3 | 6 Φ(max
16j63
|kj|) ∀k ∈ Z3, j = 1, 2,
íî äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà Θ = (θ1, θ2, θ3), ñîñòîÿùåãî èç òðåõ ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä
Z âûïîëíÿåòñÿ
lim inf
T→+∞
∑
16j62
|I [fj ,Θ](T, 0)| = +∞.
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó àâòîðà [97℄, â êîòîðîé èìåëîñü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïðè
m = 3.
11.3 àâíîìåðíàÿ âîçâðàùàåìîñòü
Êîãäà ìû ãîâîðèì î ðàâíîìåðíîé âîçâðàùàåìîñòè, ìû èìååì â âèäó ÷òî âîçâðàùàþòñÿ âåëè÷èíû
J(T ) = J [f,Θ](T ) = sup
y∈Rm
|I [f,Θ](T,y)|, R(Q) = R[f,Θ](Q) = sup
y∈Rm
|S [F,Θ](Q,y)|.
åçóëüòàò Å.À.Ñèäîðîâà, óïîìèíàâøèéñÿ âûøå, îòíîñèòñÿ èìåííî ê ðàâíîìåðíîé âîçâðàùàåìîñòè.
Ñåé÷àñ ìû åãî ñîðìóëèðóåì.
Tåîðåìà 66. (Å.À.Ñèäîðîâ [125℄) Ïóñòü m = 1 è óíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé óíêöèåé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Ïóñòü θ 6∈ Q. Òîãäà èìååò
ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ âîçâðàùàåìîñòü ñóììû S [F,θ](Q, y), òî åñòü
lim inf
Q→+∞
R(Q) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî Å.À.Ñèäîðîâà èñïîëüçóåò àïïàðàò öåïíûõ äðîáåé.
Êàê îáíàðóæåíî â [96℄ ñëó÷àé m > 1 ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ m = 1. (Â
ðàáîòå [96℄ àâòîð äîêàçàë îòñóòñòâèå ðàâíîìåðíîé âîçâðàùàåìîñòè óæå ïðè m = 2 è äàæå äëÿ
ãëàäêîé F (x1, x2). Äëÿ ýòîãî îí èñïîëüçîâàë ñèíãóëÿðíûé íàáîð (θ1, θ2), ïåðåäîêàçàâ òåîðåìó
À.ß. Õèí÷èíà 1926 ãîäà (òåîðåìó 1), î êîòîðîé îí â òî âðåìÿ íå çíàë. Â íàñòîÿùåì îáçîðå
ìû ïðèâîäèì îðìóëèðîâêó áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà Å.Â.Êîëîìåéêèíîé è Í..Ìîùåâèòèíà
[82℄ è îñíîâíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ (î ñóùåñòâîâàíèè ñèíãóëÿðíûõ íàáîðîâ Θ
ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðè n = 1).
àññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå
F (x1, ..., xm) =
∑
(k1,...,km)∈Zm\{0}
Fk1,...,km exp(2πi(k1x1 + ...+ kmxm)).
Ñïåêòðîì óíêöèè F áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
specF = {(k1, ..., km) ∈ Zm : Fk1,...,ks 6= 0}.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîìåðíîé âîçâðàùàåìîñòè ìîæåò íå áûòü äàæå â
ñëó÷àå î÷åíü áîëüøîé ãëàäêîñòè óíêöèè F .
Tåîðåìà 67. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ F ñ ïåðèîäîì 1 ïðèíàäëåæèò êëàññó C1([0, 1]m)
è âûïîëíåíî (99).
àññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
(A) äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîçíà÷íîé óíêöèè λ(t) = o(t), t → +∞, íàéäåòñÿ òàêîé
íàáîð ÷èñåë Θ = (θ1, ..., θm) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z òàêîé, ÷òî
R[F,Θ](Q) > λ(Q)
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Q;
(B) íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå R è íåíóëåâàÿ öåëàÿ òî÷êà (p1, ..., pm) ∈ Zm òàêèå, ÷òî
specF ⊂ B(R)⋃L(p), ãäå B(R) îáîçíà÷àåò øàð â Rm ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì R, à L(p)
îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ â Rm, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó p.
Òîãäà óñëîâèå (A) ýêâèâàëåíòíî îòðèöàíèþ óñëîâèÿ (B).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 67 èñïîëüçóåòÿñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 7. Â ïðåäïîëîæåíèè îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ (B) òåîðåìû 67 äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè
ψ(t), ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê íóëþ ïðè t→ +∞, íàéäåòñÿ íàáîð Θ = (θ1, ..., θm), ñîñòîÿùèé
èç ÷èñåë, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z è áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîðîâ
(k1,ν , ..., km,ν) ∈ specF, ν = 1, 2, 3, ...
òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ν âûïîëíÿåòñÿ
||θ1k1,ν + ...+ θmkm,ν || 6 ψ
(
max
16i6m
|ki,ν+1|
)
. (105)
Âèäèì, ÷òî óñëîâèå (105) î÷åíü ïîõîæå íà ñîîòíîøåíèå (19), èãóðèðóþùåå â ýêâèâàëåíòíîì
îïðåäåëåíèè ψ-ñèíãóëÿðíîñòè (â ëåììå 7 ðå÷ü èäåò êàê áû î "íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ èç
ìíîæåñòâà specF").
Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàáîð Θ íå ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûì (ïðè íåêîòîðîé óíêöèè ψ), òî
ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå î ðàâíîìåðíîé âîçâðàùàåìîñòè ìîæíî î÷åíü ëåãêî: èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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Ïðåäëîæåíèå 4.
àññìîòðèì óáûâàþùóþ ê íóëþ ïðè t→ +∞ óíêöèþ Φ(t) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
+∞∑
k1,...,km=−∞
Φ
(
max
16i6m
|ki|
)
· max
16i6m
|ki|
ñõîäèòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýèöèåíòû Ôóðüå óíêöèè F (x1, ..., xm) äîïóñêàþò îöåíêó
|Fk1,...,km| 6 Φ
(
max
16i6m
|ki|
)
,
è ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íóëåâîãî ñðåäíåãî (99). àññìîòðèì (ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ) óíêöèþ
Φ1(t) =
∑
(k1,...,km):max16i6m |ki|>t
Φ
(
max
16i6m
|ki|
)
Ïóñòü n = 1 è íàáîð Θ = (θ1, ..., θm), ñîñòîÿùèé èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé
íàä Z âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûì íè ïðè êàêîé óíêöèè ψ(t) òàêîé,
÷òî
ψ(t) · (Φ1(t))−
1
m → +∞, t→ +∞.
Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë qµ, µ = 1, 2, 3, .. òàêàÿ, ÷òî
R[F,Θ](qµ)→ 0, max
16i6m
||θiqµ|| → 0, µ→ +∞.
Ñäåëàåì ïîÿñíåíèå. Íàïðèìåð, óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè îò êîýèöèåíòîâ
Ôóðüå óíêöèè F ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíîÿ íåðàâåíñòâà
|Fk1,...,km| 6 Γ( max
16i6m
|ki|)−γ, ∀k ∈ Zm \ {0},
ñ íåêîòîðûìè
Γ > 0, γ > (m+ 1)m,
à îò íàáîðà Θ ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
lim sup
t→+∞
ψΘ(t) · t
γ
m
−1 = +∞.
Âèäèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 4 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå "ñèëüíîé âîçâðàùàåìîñòè" êîãäà
âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî îáà ñîîòíîøåíèÿ èç (101), ïðè÷åì ýòà âîçâðàùàåìîñòü íîñèò ðàâíîìåðíûé
õàðàêòåð. Èç äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 4 ñïðàâåäëèâ è äëÿ îäíîâðåìåííîé
âîçâðàùàåìîñòè èíòåðãàëîâ íåñêîëüêèõ óíêöèé. Â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 4 ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî
îñíîâíóþ òðóäíîñòü â äîêàçàòåëüòñâå òåîðåì 60,61 ñîñòàâëÿåò ðàçáîð ñëó÷àÿ, êîãäà íàáîð Θ
ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûì ñ î÷åíü áûñòðî óáûâàþùåé óíêöèåé ψ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.
Íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ ψ-ñèíãóëÿðíîñòè, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè νµ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé âûïîëíåíî
ζνµ · (Φ1(Mνµ+1))−
1
m → +∞, µ→ +∞. (106)
ßñíî, ÷òî
λνµ = ζνµ · Φ1(Mνµ+1)→ 0, µ→ +∞.
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Ïîëîæèì
Qµ =
(
ζνµ · Φ1(Mνµ+1)
)− m
m+1
è îïðåäåëèì ïî òåîðåìå Äèðèõëå òàêîå qµ, ÷òî
1 6 qµ 6 Qµ, max
16i6m
||θiqµ|| 6 Q−
1
m
µ .
ßñíî, ÷òî
qµ → +∞, max
16i6m
||θiqµ|| → 0, µ→ +∞.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû
R[F,Θ](qµ) 6
∑
k∈Zm\{0}
|Fk1,...,km| ·
∣∣∣∣∣
qµ∑
s=1
exp(2πi(k1θ
1 + ... + kmθ
m)s)
∣∣∣∣∣≪
≪
∑
k:maxi |ki|<Mνµ+1
Φ
(
max
i
|ki|
)
· maxi |ki| ·maxi ||θiqµ||||k1θ1 + ... + kmθm|| + qµ · Φ1(Mνµ+1)≪
≪ 1
ζνµ ·Q1/mµ
+Qµ · Φ1(Mνµ+1) = 2
(
ζmνµ(Φ1(Mνµ+1))
−1
)− 1
m+1 → 0, µ→ +∞.
Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî (106). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
12 Ñèíãóëÿðíûå ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ íàøåé ñòàòüè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ,
íàïðèìåð, òåîðåìû 6,34,12,13,41 è ëåììà 7.
Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì åùå äâà óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîàâíèè ñèíãóëÿðíûõ
ñèñòåì ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.
Ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ñëåäóåò ïðåäïîñëàòü äâà çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, åñëè ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé n = 1, m = 2 òî (êàê îòìå÷àëîñü â ïóíêòàõ 2,5.3 áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç áóäóò âñòðå÷àòüñÿ
òðîéíè ïîäðÿä èäóùèõ íåçàâèñèìûõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãèõ çíà÷åíèé ν áóäåò âûïîëíåíî
ζν >
1
6Mν+1Mν+2
.
Âî-âòîðûõ, õîòèì îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî áûñòðî óáûâàþùåé ê íóëþ ïðè t → +∞
óíêöèè ψ(t) ïðè n = 1 è ëþáîì m > 2 àâòîðîì â [100℄ áûëî àíîíñèðîâàíî (îòíîñèòåëüíî
ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî åñòü â [105℄) ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðîâ Θ ∈ Rm òàêèõ, ÷òî dimZΘ =
m+ 1 è
ζν 6 ψ(Mν+m−1).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèå äîïóñêàåò ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå.
Tåîðåìà 68. Ïóñòüm > 3, Ïóñòü çàäàíà ñêîëü óãîäíî áûñòðî óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞
óíêöèÿ ψ(t). Ïóñòü çàäàíà ñêîëü óãîäíî áûñòðî ðàñòóùàÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüòíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë τ(ν), ν = 1, 2, 3, .... Òîãäà ñóùåñòâóþò Θ ∈ Rm òàêèå, ÷òî dimZΘ = m+ 1
è
ζν 6 ψ(Mν+τ(ν)).
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Ìû ïîÿñíèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ñëó÷àå m = 3.
Äëÿ âåêòîðîâw, e ∈ R3 (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî e åñòü âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû) è ïîëîæèòåëüíûõ
η, δ îïðåäåëèì øàðîâîé ñåêòîð
Bη,δ(w, e) = {Θ : |Θ−w| 6 η, |(Θ−w)/|Θ−w| − e| 6 δ} (107)
(| · | â äàííîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó, õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñïåöèèêà íîðìû íå
èìååò çíà÷åíèÿ). Äëÿ âåêòîðà w = (w1, w2, w3) ∈ R3 áóäåì îáîçíà÷àòü w = (w1, w2, w3, 1) ∈ R4.
Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî R3 ñ àèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì {(x, y) : y = 1} ⊂ R4.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 68 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 8. Ïóñòü èìååòñÿ òðåõìåðíîå ëèíåéíîå âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π ⊂
R4, dimΠ = 3 ñ íîðìàëüþ w è äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà π1, π2 ⊂ Π, dimπ1 = dimπ2 = 2.
Ïóñòü çàäàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a < b < c è âåêòîðû
zν = (xν , yν) = (x1,ν , x2,ν , x3,ν , yν) ∈ Z4, 1 6 ν 6 c
òàêèå, ÷òî
(i) za, za+1, ...zb−1, zb ∈ π1;
(ii) zb, zb+1, ...zc−1, zc ∈ π2;
(iii) zb−1, zb, zb+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïóñòü èìåþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå η, δ è âåêòîð e ∈ R3 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
âåêòîð e îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó π2, è äëÿ ëþáîãî Θ ∈ Bη,δ(w, e), ñ óñëîâèåì dimZΘ = 4,
ïåðâûå c øòóê âåêòðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ñóòü èìåííî âåêòîðû zν , 1 6 ν 6 c.
Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå d > c.
Òîãäà íàéäåòñÿ âïîëíå ðàöèîíàëüíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π∗, dimΠ∗ = 3 ñ íîðìàëüþ
w∗, ïîäïðîñòðàíñòâî π3 ⊂ Π∗, dim π3 = 2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ
zc+1, ..., zd−1, zd ∈ π3
òàêèå, ÷òî zc−1, zc, zc+1 íåçàâèñèìû, è äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ η∗, δ∗ è íåêîòîðîãî
âåêòîðà e∗ ∈ R3 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå: âåêòîð e∗ îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó π3, è äëÿ
ëþáîãî Θ ∈ Bη∗,δ∗(w∗, e∗) ⊂ Bη,δ(w, e), ñ óñëîâèåì dimZΘ = 4, ïåðâûå d øòóê âåêòîðîâ
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ñóòü èìåííî âåêòîðû zν , 1 6 ν 6 d.
Èçëîæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8. Öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà Z4 ðàïàäàåòñÿ íà òðåõìåðíûå
ñëîè Πr, ïàðàëëåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâó Π:
Z4 =
⋃
r∈Z
Πr
Ñíà÷àëà âûáèðàåì öåëóþ òî÷êó zc+1 èç ñëîÿ Π1 èëè Π−1, "ñîñåäíåãî" ê ñëîþ Π0 = Π (êàêîé
èìåííî íàäî âûáèðàòü ñîñåäíèé ñëîé îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà e). Ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíàMc+1 = maxi=1,2,3 |xi,c+1| î÷åíü âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè ïàðàìåòðàìè,
èãóðèðóþùèìè â èíäóêòèâíîé ïðåäïîñûëêå. Äàëåå îáîçíà÷àåì Π∗ = span(zc−1, zc, zc+1),
π3 = span(zc, zc+1), è ïóñòü w∗ - íîðìàëü ê Π∗.
Âåêòîðû zc, zc+1 ëåæàò â äâóìåðíîì âïîëíå ðàöèîíàëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå π3. Ìû ìîæåì
íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ zc+2, ..., zd ∈ π3∩Z4 òàê, ÷òîáû îíè ñîñòàâëÿëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé (áîëüøèõ ïî íîðìå, ÷åì |zc+1|•) äëÿ ïîñëåäíåãî âåêòîðà zd
îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè π3 ∩ Z4 ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé. Òàê êàê Π∗ ⊃ π3 ∋ zc, ..., zd, òî
çà ñ÷åò âûáîðà ìàëûõ η∗ è δ∗ (â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí ρ(Π∗) è Md = maxi=1,2,3 |xi,d|) ìû
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äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ ëåììû 8. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå âåêòîðà e∗ âûáèðàåòñÿ,
÷òîáû èìåííî âåêòîðû zd−1 è zd (à íå zd − zd−1 è zd ) áûëè áû ïîñëåäíèìè íàèëó÷øèìè
ïðèáëèæåíèÿìè èç ïåðâûõ d ïðèáëèæåíèé äëÿ ëþáîãîΘ èç ñòðîÿùåéñÿ îêðåñòíîñòè. (Ïîäîáíàÿ
êîíñòðóêöèÿ èìååòñÿ ó Î.Í.åðìàíà â [113℄,[46℄.)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 68 ëåììà 8 ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà çàíóìåðî-
âûâàþòñÿ âñå òðåõìåðíûå âïîëíå ðàöèîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â R4. Çàòåì çàïóñêàåòñÿ
èíäóêòèâíûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé âèäà (107). Îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èíäåêñîâ νk òàê, ÷òîáû νk+1 = νk + τ(νk). Êàæäûé ðàç ëåììà 8 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
a = νk−1, b = νk, c = νk+1. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûáèðàòü âåëè÷èíó η∗ íàñòîëüêî
ìàëîé, ÷òîáû
η∗ <
ψ(Md)
8Mb
.
Òîãäà ïðè b 6 ν 6 c èìååì ν + τ(ν) 6 c+ τ(c) = d è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ζν 6 ζb < ψ(Md) 6 ψ(Mν+τ(ν)).
Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øàãå ñëåäóåò îòäåëÿòüñÿ îò âïîëíå ðàöèîíàëüíîãî òðåõìåðíîãî ïîäïðîñòðà-
íñòâà, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà.
Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, ïðèâåäåì îðìóëèðîâêó îäíîãî óòâåðæäåíèÿ, àíîíñèðîâàííîãî Í..Ìîùåâè-
òèíûì è Î.Í.åðìàíîì â [113℄
Tåîðåìà 69. Ïóñòü n = 1, m > 2. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñêîëü óãîäíî áûñòðî óáûâàþùåé ê
íóëþ ïðè t→ +∞ óíêöèè ψ(t) íàéäåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíûé íàáîð Θ ∈ Rm òàêîé, ÷òî dimZΘ =
m+ 1 è äëÿ ëþáîãî ν âåêòîðû zν , zν+1, . . . , zν+m áóäóò íåçàâèñèìû.
13 Äîáàâëåíèå.
13.1 Î ëàêóíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tj}, j = 1, 2, 3, .. ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ëàêóíàðíîé,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 âûïîëíåíî
tj+1
tj
> 1 +
1
M
, ∀j ∈ N. (108)
À.ß.Õèí÷èí â 1924 ãîäó äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé
(108) íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî α è ïîëîæèòåëüíîå γ òàêèå, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî
||tnα|| > γ ∀n ∈ N.
Ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [60℄ (Hilfssatz III), êîòîðóþ ìû öèòèðîâàëè íåîäíîêðàòíî.
Åãî ìîæíî òàêæå íàéòè â íåäàâíåì ïåðåèçäàíèè òðóäîâ À.ß.Õèí÷èíà [68℄ (ðàáîòà [60℄, ïåðåâåäåííàÿ
íà ðóññêèé ÿçûê, âîøëà â êíèãó [68℄). Ëåììà 2 èç ïóíêòà 6.4 íàñòîÿùåé ðàáîòû, åñòåñòâåííî,
ÿâëÿëÿñü îáîáùåíèåì ýòîãî îäíîìåðíîãî ðåçóëüòàòà À.ß.Õèí÷èíà.
Îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ À.ß.Õèí÷èíà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîãî
α è ïîëîæèòåëüíîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé γ òàêèõ, ÷òî
||tnα|| > γ
(M logM)2
∀n ∈ N.
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50 ëåò ñïóñòÿ, â 1974 ãîäó Ï.Ýðäåø [38℄ âûñêàçûâàë ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëàêóíàðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî äðîáíûå äîëè {αtj}, j ∈ N íå
áóäóò âñþäó ïëîòíû â [0, 1]. Îòâåò íà âîïðîñ Ï.Ýðäåøà, åñòåñòâåííî, ñëåäîâàë èç ïðîöèòèðîâàííîé
âûøå ëåììû À.ß.Õèí÷èíà. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò À.ß.Õèí÷èíà áûë çàáûò. åøåíèå ãèïîòåçû
Ï.Ýðäåøà áûëî îïóáëèêîâàíî À.Ïîëëèíãòîíîì [118℄ è Á. äå Ìàòàíîì [94℄. Ïîçæå êîëè÷åñòâåííûå
óòî÷íåíèÿ èìåëèñü ó È.Êàöíåëüñîíà [58℄, .Ê.Àõóíæàíîâà è Í..Ìîùåâèòèíà [3℄, À.Äóáèöêàñà
[34℄. Íàèëó÷øèé èçâåñòíûé êîëè÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Þ.Ïåðåñó è Â.Øëàãó
[117℄. Îíè äîêàçàëè, ÷òî ñ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîëîæèòåëíîé ïîñòîÿííîé γ > 0 äëÿ êàæäîé
ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tj} íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî
||αtj|| > γ
M logM
, ∀j ∈ N. (109)
Þ.Ïåðåñ è Â.Øëàã èñïîëüçîâàëè âåñüìà îðèãèíàëüíóþ êîíñòðóêöèþ, ñâÿçàííóþ ñ ïðèìåíåíèåì
ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ëîêàëüíîé ëåììû Ëîâàñà.
Ïîñëå ðàáîòû Þ.Ïåðåñà è Â.Øëàãà ïîÿâèëñÿ ðÿä ñòàòåé, â êîòîðûõ ïðåäëîæåííûé ìåòîä
ïðèìåíÿëñÿ â ðàçëè÷íûõ äèîàíòîâûõ çàäà÷àõ (ñì. [17℄,[35℄,[106℄,[107℄,[109℄,[110℄,[111℄,[121℄).
Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû äàäèì êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ èç ýòèõ ðàáîò. Çäåñü æå îòìåòèì,
÷òî â çàäà÷å î ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàèëó÷øåå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé γ èç (109),
ïî-âèäèìîìó, ïîëó÷àåòñÿ èç ðàáîòû È.Ï.î÷åâà [121℄.
ÏðåäëîæåííûéÞ.Ïåðåñîì è Â.Øëàãîì â ðàáîòå [117℄ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ
(ïî îòíîøåíèþ ê ëàêóíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îêàçàëñÿ ïðèìåíèì âî
ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè äèîàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Íèæå ìû ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ.
Íî ïðåæäå ìû ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé ìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
13.2 Î íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ
Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèÿõ. Ïðîöèòèðóåì ðåçóëüòàò Äæ.Â.Ñ.Êàñ-
ñåëñà èç ðàáîòû [21℄. Íàïîìíèì, ÷òî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}∞n=1 öåëûõ ÷èñåë
íàçûâàåòñÿ Σ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç µn êîëè÷åñòâî äðîáåé âèäà
j
tn
, 0<j<tn
íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
i
tq
ñ íàòóðàëüíûì i è q<n, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
lim inf
N→∞
1
N
∑
n6N
µn
tn
>0.
Ïðèìåðàìè Σ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîãóò ñëóæèòü ïðîèçâîëüíàÿ ëàêóíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë âèäà nd, n = 1, 2, 3, ... ïðè èêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì
d, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôþðñòåíáåðãà (î êîòîðîé èäåò ðå÷ü íèæå).
Òåîðåìà Äæ.Â.Ñ.Êàññåëñà [21℄ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè {tn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
è óíêöèÿ ψ(n) ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè t→ +∞ òî â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1
ψ(n)
äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ âûïîëíÿåòñÿ
lim inf
tn→+∞
||tnξ|| · (ψ(n))−1 = 0.
Âî-âòîðûõ, ñîðìóëèðóåì ñëó÷àé ðàñõîäèìîñòè èç òåîðåìû À,ß. Õèí÷èíà [61℄(â çàäà÷å î ñîâìåñòíûõ
ïðèáëèæåíèÿõ è â òîì âèäå, â êîòîðîì îí ïðèñóòñòâóåò â ãëàâå III êíèãè [133℄). Ïóñòü íàáîð
ïîëîæèòåëüíîçíà÷íûõ óíêöèé ψ1(q), ..., ψn(q) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà q òàêîâ, ÷òî óíêöèé
ψ(q) =
n∏
j=1
ψj(q)
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íå âîçðàñòàåò, à ðÿä
∑+∞
q=1 ψ(q) ðàñõîäèòñÿ, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàáîðîâ (θ1, ..., θn) ∈ Rn èìååòñÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q, òàêèõ ÷òî
||qθj|| < ψj(q), 1 6 j 6 n.
Â-òðåòüèõ óïîìÿíåì ðåçóëüòàò Ï.àëëàãåðà èç [44℄ (òî÷íåå íå îáùåå óòâåðæäåíèå, à åãî
ñëåäñòâèå), òîæå êàñàþùèéñÿ ñëó÷àÿ ðàñõîäèìîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò ãëàñèò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ
ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ξ1, ξ2 âûïîëíåíî
lim inf
n→∞
n log2 n ||nξ1|| ||nξ2|| = 0.
13.3 Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ïåðåñà-Øëàãà.
Çäåñü ìû îáðèñóåì êðóã çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ïåðåñà-Øëàãà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ÷èñåë.
• Ïðèáëèæåíèÿ ñ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë tn, n = 1, 2, 3, .. òàêóþ, ÷òî
tn ≍ exp(γtβ), γ > 0, 0 < β < 1. (110)
Â [107℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ηn ìíîæåñòâî
{ξ ∈ R : inf
n∈N
||tnξ − ηn|| · t1−β log t > 0}
èìååò ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðà ðàâíóþ 1 (òî÷íåå, â [107℄ ðàññìîòðåí òîëüêî îäíîðîäíûé ñëó÷àé
ηn = 0 ∀n, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ).
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôþðñòåíáåðãà sn, n = 1, 2, 3, ..., ñîñòîÿùóþ èç
öåëûõ ÷èñåë âèäà 2k3m, k,m = 0, 1, 2, 3, ..., óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ. Äëÿ íåå óñëîâèå
(110) âûïîëíåíî ñ β = 1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñÿêîé èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íåîäíîðîäíîñòåé ηn ìíîæåñòâî
{ξ ∈ R : inf
n∈N
||snξ − ηn|| · t1−βn log tn > 0}
èìååò õàóñäîðîâó ðàçìåðíîñòü 1.
.Ôþðñòåíáåðã [43℄ (ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî äàëÌ.Áîøåðíèöàí [11℄) äîêàçàë, ÷òî äëÿ èððàöèî-
íàëüíîãî ξ ìíîæåñòâî äðîáíûõ äîëåé {2n3mα} íà îòðåçêå [0, 1] âñþäó ïëîòíî è, ñòàëî áûòü,
lim inf
n→∞
||snξ||=0.
Îòìåòèì, ÷òî î õàðàêòåðå ñòðåìëåíèÿ âåëè÷èíû ||snα|| ê íóëþ çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè
íåäàâíî Æ.Áóðãåéí, Å.Ëèíäåíøòðàóññ, Ï.Ìèøåëü è À.Âåíêàòåø [12℄. Ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ
ïðèìåíåíèåì îöåíîê ñíèçó ëèíåéíûõ îðì îò äâóõ ëîãàðèìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
• Ïîëèíîìèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ðàñòåò ïîëèíîìèàëüíî, òî åñòü
tn ≍ nβ, β > 0,
Â ðàáîòå [109℄ äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî
{ξ ∈ R : inf
n∈N
||tnξ − ηn|| · tn log tn > 0}
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èìååò ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðà >
1
1+β
.
Ýòèì äàí îòâåò íà âîïðîñ Â.Ì. Øìèäòà èç ðàáîòû [131℄. Â ýòîé æå ðàáîòå Â.Ì. Øìèäò
çàäàåò áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ, íà êîòîðûé îòâåò äî ñèõ ïðî íåèçâåñòåí. Ìû ïðèâîäì åãî
îðìóëèðîâêó: ñóùåñòâóþò ëè òàêèå âåùåñòâåííûå ξ, äëÿ êîòîðûõ
inf
n∈N
||n2ξ|| · n > 0 ?
Ïðèâåäåì çäåñü òàêæå îðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà À.Çàõàðåñêó [138℄ î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
èððàöèîíàëüíîãî ξ è äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε âûïîëíåíî
lim inf
n→∞
||n2ξ|| · n2/3−ε = 0.
åçóëüòàò À.Çàõàðåñêó ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èçâåñòíûì íà íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Óïîìÿíóòàÿ âûøå òåîðåìà Êàññåëñà îêàçûâàåò, ÷òî ïîñòðîåííûå â äâóõ ðàññìàðèâàåìûõ
âûøå çàäà÷àõ ìíîæåñòâà ìîãóò èìåòü ëèøü íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà. Õî÷åòñÿ òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
â ðàáîòå È.Ï.î÷åâà [121℄ èìååòñÿ îáùàÿ òåîðåìà î ïðèáëèæåíèÿõ ëèíåéíîé îðìû, ñîäåðæàùàÿ
â ñåáå èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ÷èñåë.
Äàëåå â òåêóùåì ïóíêòå ìû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ.
• Ïðîáëåìà Ëèòòëâóäà.
Âåñüìà çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà Ëèòòëâóäà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
ξ1, ξ2 âûïîëíÿåòñÿ
lim inf
n→∞
n ||nξ1|| ||nξ2|| = 0.
Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð õî÷åò ñêàçàòü, ÷òî îðìóëèðîâêó ãèïîòåçû Ëèòòëâóäà îí óçíàë,
áóäó÷è ñòóäåíòîì âòîðîãî êóðñà: åìó ðàññêàçàë î íåé Ñ.À.Äîâáûø.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïåðåñà-Øëàãà ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [111℄) ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ξ1, ξ2
âûïîëíÿåòñÿ
lim inf
n→∞
n log2 n · ||nξ1|| ||nξ2|| > 0.
Èç óïîìÿíóòîé â íà÷àëå ïóíêòà òåîðåìû Ï.àëëàãåðà âûòåêàåò, ÷òî íàáîðû ξ1, ξ2, îáëàäàþùèå
òàêîâûì ñâîéñòâîì, ìîãóò îáðàçîâûâàòü â R2 ìíîæåñòâî íå áîëåå ÷åì íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà.
• BAD-ãèïîòåçà.
Äëÿ ÷èñåë α, β ∈ [0, 1] ïðè óñëîâèè α+ β = 1 è äëÿ δ ∈ (0, 1/2) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
BAD(α, β; δ) =
{
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ [0, 1]2 : inf
p∈N
max{pα||pξ1||, pβ||pξ2||} > δ
}
.
Â.Ì.Øìèäò [132℄ âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α1, α2, β1, β2 ∈
[0, 1], α1 + β1 = α2 + β2 = 1 ïåðåñå÷åíèå
BAD(α1, β1)
⋂
BAD(α2, β2)
íåïóñòî. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, äâîéñòâåííîå ê ãèïîòåçå Ëèòòëâóäà, ïîëó÷èëî íàçâàíèå BAD-
ãèïîòåçû. Îíî äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü îòêðûòûì. Íåäàâíî Ä.Áîäÿãèí, À.Ïîëëèíãòîí è
Ñ.Âåëàíè àíîíñèðîâàëè ðåøåíèå BAD-ãèïîòåçû. Ïîëíîå (èëè äàæå ñõåìàòè÷åñêîå) äîêàçàòåëüñòâî
ïîêà íåäîñòóïíî.
Ìåòîä Ïåðåñà-Øëàãà äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Äëÿ ïðîèçâîëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåîäíîðîäíîñòåé η = {ηj}∞j=1 àññìîòðèì ìíîæåñòâà
BAD∗η(α, β; δ) =
{
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ [0, 1]2 : inf
p∈N
max{(p log(p+ 1))α||pξ1||, (p log(p+ 1))β||pξ2 − ηp||} > δ
}
.
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Ïîíÿòíî, ÷òî
BAD(α, β; δ) ⊆ BAD∗0(α, β; δ)
(η = 0 çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ηj ðàâíû íóëþ). è ÷òî, ïîñêîëüêó ðÿä
∑∞
p=1
1
p log(p+1)
ðàñõîäèòñÿ,
ïðè êàæäîé èêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η îáúåäèíåíèå
BAD∗η(α, β) =
⋃
δ>0
BAD∗η(α, β; δ)
åñòü ìíîæååñòâî íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà
Â [110℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α1, α2, β1, β2 ∈ [0, 1], α1 + β1 = α2 + β2 = 1 è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî 0 < δ 6 2−20 ïåðåñå÷åíèå
BAD∗0(α1, β1; δ)
⋂
BAD∗0(α2, β2; δ) (111)
íåïóñòî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î íåïóñòîòå ïåðåñå÷åíèé âèäà
BAD∗η1(α1, β1; δ)
⋂
BAD∗η2(α2, β2; δ)
äëÿ ëþáûõ äâóõ èêñèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé η1, η2 äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòîâ
ñîîòíîøåíèÿ (111), ïðîâåäåííîå â [110℄.
Êàê ïîêàçàë ß.Áþæî â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [17℄, âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàäà÷àõ ìîæíî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ÷èñåë ïîëíîé ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðà.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðèíöèï ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ (ñì. [13℄, ãëàâà V èëè [39℄). Êðîìå
ýòîãî, ðàáîòà [17℄ ñîäåðæèò ðÿä äðóãèõ ïðèìåíåíèé ìåòîäà ê çàäà÷àì òèïà ïðîáëåìû Ëèòòëâóäà.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íå ïðåäïîëàãàåì äåëàòü ñêîëü-íèáóäü ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ
ñ ïðîáëåìàìè òèïà ãèïîòåçû Ëèòòëâóäà. Òàêîâûõ ðàáîò î÷åíü ìíîãî. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî
èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåííûì èññëåäîâàíèÿì îáñóæäàâøèõñÿ âûøå âîïðîñîâ
ñ ïîìîùüþ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìû óïîìÿíåì îáçîð [48℄.
Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâàõ âñåõ ñîðìóëèðîâàííûõ û íàñòîÿùåì ïóòêòå ðåçóëüòàòîâ
î ñóùåñòâîâàíèè ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ÷èñåë òàê èëè èíà÷å ïðèñóòñòâóåò ñëåäóþùèé âàðèàíò
ëîêàëüíîé ëåììû Ëîâàñà (ñì. [121℄):
Ëåììà 9. Ïóñòü {An}Nn=1  ñèñòåìà ñîáûòèé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P),
{xn}Nn=1  íàáîð ÷èñåë èç [0; 1]. Îáîçíà÷èì B0 = Ω, Bn =
n⋂
m=1
Acm (1 6 n 6 N), ãäå A
c
m = Ω\Am.
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ {1, . . . , N} íàéäåòñÿ òàêîå m = m(n) ∈ {0, 1, . . . , n−1}, ÷òî âûïîëíåíî
P(An ∩ Bm) 6 xn
∏
m<k<n
(1− xk) ·P(Bm)
(åñëè m = n−1, òî ñ÷èòàåì ∏
m<k<n
(1−xk) = 1). Tîãäà ïðè 1 6 n 6 N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
P(Bn) > (1− xn)P(Bn−1).
13.4 Îá (α, β)-èãðàõ.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå (α, β) èãðû Áàíàõà-Ìàçóðà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå Rd. Èòàê, ïóñòü
α, β ∈ (0, 1) è ïóñòü S ⊆ Rd  íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Èãðàþò áåëûå è ÷åðíûå. Ñíà÷àëà
÷åðíûå âûáèðàþò çàìêíóòûé øàð (â sup-íîðìå) B1 äèàìåòðà l(B1)=2ρ. Çàòåì áåëûå âûáèðàþò
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çàìêíóòûé øàð W1⊂B1 äèàìåòðà l(W1)=αl(B1). Ïîòîì ÷¼ðíûå âûáèðàþò çàìêíóòûé øàð
B2⊂W1 äèàìåòðà l(B2)=βl(W1), è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
çàìêíóòûõ øàðîâB1⊃W1⊃B2⊃W2⊃· · · ñ äèàìåòðàìè l(Bi)=2(αβ)i−1ρ è l(Wi)=2α(αβ)i−1ρ (i=1, 2, . . . )
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ∩∞i=1Bi=∩∞i=1Wi ñîñòîèò èç îäíîé åäèíñòâåííîé òî÷êè. Åñëè ∩∞i=1Bi∈S,
òî ãîâîðÿò, ÷òî áåëûå âûèãðàëè èãðó. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ (α, β)-âûèãðûøíûì, åñëè áåëûå
ìîãóò âûèãðàòü èãðó íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê èãðàþò ÷¼ðíûå. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ α-
âûèãðûøíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ (α, β)-âûèãðûøíûì ïðè êàæäîì β ∈ (0, 1). Âûèãðûøíîé
ðàçìåðíîñòüþ windimA ìíîæåñòâà A ∈ R íàçûâàåòñÿ ñóïðåìóì òåõ α, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî
A ÿâëÿåòñÿ α-âûèãðûøíûì. Åñëè windimA > 1/2 òî, êàê ëåãêî âèäåòü A = Rd. Ïðè 0 < α <
1/2 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå α-âûèãðûøíûå ìíîæåñòâà. Â.Ì.Øìèäò([126℄,[133℄)) äîêàçàë î
âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâàõ ðÿä îáùèõ òåîðåì. Íèæå ìû ïðèâîäèì äâå èç íèõ.
Tåîðåìà 70. Åñëè α > 0 , òî âñÿêîå α-âûèãðûøíîå ìíîæåñòâî â Rd èìååò ðàçìåðíîñòü
Õàóñäîðà ðàâíóþ d.
Tåîðåìà 71. Åñëè α > 0 , òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñ÷åòíîãî ÷èñëà α-âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâ
ñíîâà áóäåò α-âûèãðûøíûì.
Äàëåå ìû ïðèâîäèì ðÿä ïðèìåðîâ âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâ.
• Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èìååòñÿ ó Â.Ì.Øìèäòà [126℄.
Tåîðåìà 72. Ïóñòü d = 1. Çàèêñèðóåì íàòóðàëüíîå q > 2. Ìíîæåñòâî
Nq = {x ∈ R : ∃C(x) > 0 ∀n ∈ N ||qnx|| > C(x)},
ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ íîðìàëüíûìè ïî íàòóðàëüíîìó îñíîâàíèþ
q > 2 èìååò âûèãðûøíóþ ðàçìåðíîñòü 1/2.
• Ïðè d = 1 ðàññìîòðèì ëàêóíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tj (îïðåäåëåíèå
ëàêóíàðíîñòè ñì. â ïðåäûäóùåì ïóíêòå). Îáîáùàÿ ðàññóæäåíèÿ Â.Ì.Øèìäòà, ëåãêî âèäåòü,
÷òî ìíîæåñòâî
N = {x ∈ R : ∃C(x) > 0 ∀ ∈ N ||tnx|| > C(x)},
èìååò âûèãðûøíóþ ðàçìåðíîñòü 1/2.
• Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóáëàêóíàðíîãî ðîñòà àâòîð [104℄ äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Tåîðåìà 73. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë tn òàêîâà, ÷òî
∀ε > 0 ∃N0 ∀n > N0 : tn+1
tn
> 1 +
1
nε
.
Òîãäà ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì δ ìíîæåñòâî
Aδ = {x ∈ R : ∃c(x) > 0 ∀n ∈ N ||tnx|| > c(x)/nδ}
áóäåò α-âûèãðûøíûì ñ ëþáûì çàäàííûì íàïåðåä α ∈ (0, 1/2), òî åñòü windimAδ = 1/2.
• Îñîáî ñëåäóåò ïîãîâîðèòü î ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ îðì. àññìàòðèâàåìûé
â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Θ = {θij, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n} íàçûâàåòñÿ
ïëîõî ïðèáëèæàåìûì, åñëè íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îðì LΘ(x) = {Lj(x), 1 6 j 6 n}, âûïîëíåíî
max
16j6n
||Lj(x)|| > γ ·
(
max
16i6m
|xi|
)−m
n
, ∀x ∈ Rm \ {0}.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïëîõî ïðèáëèæàåìûå íàáîðûΘ ñóùåñòâóþò, è ÷òî ïðè âñåõ n,m ìíîæåñòâî
âñåõ ïðîõî ïðèáëèæàåìûõ íàáîðîâ Θ åñòü ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà â Rnm (ïîñëåäíååå
âûòåêàå, íàïðèìåð, èç ìåòðè÷åñêîé òåîðåìû À.ß.Õèí÷èíà, óïîìÿíóòîé â ïóíêòå ??).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî âèäåòü íàáîð Θ áóäåò ïëîõî ïðèáëèæàåì â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà äëÿ óíêöèè ßðíèêà (20) âûïîëíÿåòñÿ
lim inf
t→+∞
t
m
n ψΘ(t) > 0.
ßñíî, ÷òî ïëîõî ïðèáëèæàåìûé íàáîðΘ îáðàçóåò ðåãóëÿðíóþ ñèñòåìó (â òåîìèíîëîãèè À.ß.Õèí÷èíà).
Ñîðìóëèðóåì òåîðåìó Â.Ì.Øìèäòà èç [128℄.
Tåîðåìà 74. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ðàçìåðíîñòåé n,m ìíîæåñòâî ïëîõî ïðèáëèæàåìûõ
íàáîðîâ Θ â Rd, d = nm èìååò âûèãðûøíóþ ðàçìåðíîñòü 1/2.
Îòìåòèì, ÷òî ïëîõî ïðèáëèæàåìûì ñèñòåìàì ÷èñåë ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åòâî ëèòåðàòóðû,
îáçîð êîòîðîé ìû ïðîñòî íå â ñîñòîÿíèè ñäåëàòü.
• Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî î âûèðãûøíûõ ìíîæåñòâàõ èìååòñÿ äîâîëüíî ìíîãî äðóãèõ
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1℄,[2℄,[18℄,[33℄,[37℄,[40℄,[41℄,[42℄,[74℄,[137℄).
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